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Resumen

En la actualidad los medios digitales se han convertido en herramien-
tas indispensables ya que la mayoria de la informacién se maneja
mediante ellos. Las imagenes son una forma imprescindible de infor-
macién pero lamentablemente ocupan bastante espacio en la memoria
de una computadora y a su vez los dispositivos de almacenamiento
digital suelen ser caros. Reducir el espacio que las imdgenes ocupan
en la memoria de una computadora baja los costos y permite que la
transmision de éstas sea mads eficiente.

El objetivo de este trabajo es presentar una aplicacién del concepto
de conjunto fractal a la compresion de iméagenes digitales. La técnica
que se usard para la compresion esta basada en la teoria matematica
denominada sistemas de funciones iteradas por partes.

2010 Mathematics Subject Classification: 68U10, 65D18.
Keywords and phrases: sistemas de funciones iteradas, sistemas de fun-
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1 Introduccion

La informacion que actualmente se maneja es en su mayoria a través de
computadoras, la importancia que ésta tiene para que los sistemas social y
economico funcionen, trajo consigo que se esté constantemente desarrollan-
do herramientas para tratarla. Problemas como el asegurar la informacién
y almacenarla de manera digital han tomado relevancia.

*Este trabajo es parte de la tesis de licenciatura desarrollada por el primer autor
bajo la direccion de la segunda autora. La tesis fue presentada en el Departamento de
Matematicas de la Escuela Superior de Fisica y Matematicas del Instituto Politécnico
Nacional en noviembre de 2010.
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En el caso del almacenamiento digital de informacién se han creado
métodos para reducir su volumen sin que se afecte el contenido de ésta.
Las imagenes digitales son una gran fuente de informacién. Quién no ha es-
cuchado la frase: una imagen dice més que mil palabras. Como las imagenes
suelen ocupar mucho espacio en la memoria de una computadora, se han
desarrollado técnicas de compresién para ayudar a resolver tal problema.

La compresién de imagenes puede ser con pérdida o sin pérdida de in-
formacién. Los algoritmos que realizan la compresién con pérdida, reducen
la calidad de la imagen reconstruida después del proceso de compresion,
asi pues esta imagen puede discrepar en relaciéon a la imagen original en
detalles como contornos, formas y colores. Con los algoritmos sin pérdida,
las imégenes procesadas quedan intactas, pero pagan esta ventaja con una
razén de compresién menor en comparacién a los algoritmos con pérdida,
por lo tanto se ocupar mas memoria para almacenarlas. Para algunos ca-
sos se requiere de comprimir imédgenes en donde la pérdida sea minima o
nula. Ejemplos de esto pueden ser imédgenes médicas, imagenes de hue-
llas dactilares, imagenes donde haya texto, en general imagenes cuya in-
formacién contenida se necesita de forma muy precisa. En otros casos se
puede aprovechar de algunas limitaciones que el ojo humano tiene, de la
habilidad que hemos desarrollado para poder intuir formas, del simbolismo
que asociamos a ciertas imédgenes o simplemente que algunos detalles de la
imagen no tienen importancia para nosotros. Si un ser querido nos muestra
una foto en donde él aparece y en el fondo hay algunas nubes, uno pondra
atencién primordialmente en la persona sin darle tanta importancia a la
forma que cada nube tiene, ademas las nubes tienen formas aleatorias, asi
que si la imagen es procesada mediante una técnica de compresion y en
el proceso se pierde informacién sobre la forma exacta que la nube tiene
en la imagen, antes y depués del proceso, no lo notaremos o simplemente
no importard, pues nos interesara solo el hecho de que es una nube. La
compresion fractal es una técnica de las que se denomina con pérdida, la
imagen una vez decodificada no es igual que la imagen original.

Este trabajo ilustra la aplicacion que la geometria fractal tiene a la
compresién de imagenes digitales. Cada vez que se ocupe la palabra imagen
se hard referencia a una imagen digital a menos que se mencione lo contrario.
A lo largo de las secciones siguientes se dard un método para codificar y
comprimir iméagenes en escala de grises con ayuda del concepto de conjunto
fractal como el atractor de un sistema de funciones iteradas por partes
(SFIP). Los autores observamos que en toda la literatura que revisamos
sobre compresién fractal de imagenes, el concepto de SFIP carece de una
definicién formal y no se comprueba que se puede inducir una contraccién a
través del sistema. En este articulo se propone una definicién para los SFIP
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y se demuestra que dado un SFIP lo podemos asociar con una contraccion.

Cabe mencionar que la generalizacién de codificaciéon de imagenes a
colores no es dificil a partir de la teorfa de codificacion de imagenes en
escala de grises.

2 Teoria basica

Los resultados que se mencionan en esta seccién son conocidos, por lo que
sélo se enunciardn. El lector puede consultar las demostraciones en [1] y
[13].

Sea (X, d) un espacio métrico, denotaremos por . (X) al conjunto de
todos los subconjuntos compactos y no vacios de (X, d).

Definicién 2.0.1. Sea (X, d) un espacio métrico, sean x € X y A, B €
S (X). Se define la distancia de z al conjunto A como

d(x,A) :==min{d(z,y) |y € A},
y la distancia de A a B como
d(A,B) :==mazx{d(z,B) |z € A}.
Proposicién 2.0.2. Sea (X,d) un espacio métrico, y sea
h: (X)) xH(X)—R
la funcién definida por ¥ A, B € A (X), h(A,B) := d(4,B) vV d(B, A),
entonces tenemos que h es una métrica sobre 7 (X).

Teorema 2.0.3. Sea (X,d) un espacio métrico completo, entonces el es-
pacio métrico (A (X),h) es completo.

Definicién 2.0.4. Sean (X1,d1) y (Xa2,dz2) dos espacios métricos. Una
funcién f : (X1,d1) — (Xa,ds2) es una funcién de Lipschitz, si existe un
numero real positivo a tal que

vayeXz dg(f(ﬁﬁ),f(y))SOZCh(fE,y),

al nimero « se le llama un factor de Lipschitz de la funcién f. Sise cumple
que 0 < a < 1, entonces f es llamada una contraccién y « un factor de
contraccién para f.

Teorema 2.0.5. (Teorema del punto fijo). Si (X,d) es un espacio
métrico completo y f : X — X wuna contraccion, con o un factor de
contraccion de f, entonces existe un tnico vy € X tal que f(xf) = x¢, a
x¢ se le llama el punto fijo de la contraccion.
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2.1 Sistemas de funciones iteradas

Proposicién 2.1.1. Sea (X,d) un espacio métrico completo y sean para
1€ {l,....,n} f,: (X,d) — (X,d) contracciones, con o, un factor de
contraccion para f,. Sea F : (A (X),h) — (H(X),h) la funcidn definida
por

VAe#(X), F(A) =],
entonces F es una contraccion y o := max {a, |1 € {1,...,n}} es un factor
de contraccion para F'.

Definicién 2.1.2. Un sistema de funciones iteradas o SFI, consiste de un
espacio métrico completo (X, d) y una familia finita de contracciones

{f,: (X,d) — (X,d) |+ {1,...,k}},

al SFI se le denota por {(X,d); f1,f2,..., fx}, y se llama un factor de
contraccién del SFI al nimero a := mdx{a, |2 € {1,...,k}}, donde el
nimero a, es un factor de contraccién para f,, 2 € {1,...,k}.

De acuerdo con la Proposiciéon 2.1.1, dado un sistemas de funciones
iteradas {(X,d); f1,f2,..., fx}, se puede definir una contraccién F en
el espacio métrico completo ((X),h), y por el Teorema del punto fijo
existe un unico Ap € J(X), tal que éste es el punto fijo de la contraccion,
el conjunto A es llamado el conjunto fractal asociado al SFI y a F la
contraccién inducida por el SFI.

Ejemplo. Consideremos el siguiente SFI

{(IQade) i f1, f27f3)} )

donde
d. es la distancia euclideana,

I=10,1],
filz,y) = (1/22 +1/4,1/2y + 1/2),
folx,y) = (1/22,1/2y),

f3(z,y) = (1/22 +1/2,1/2y).

Si F es la contraccién inducida por el SFI y tomamos el compacto C de R?
como la imagen siguiente.
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Figura 1: Imagen que representa al compacto C' de R?.

Las figuras que se muestran a continuacién de izquierda a derecha y de
arriba hacia abajo son respectivamente los resultados obtenidos para

F(C), F°®(0) := F(F(C)),...,F°®(C).

Figura 2: Como se puede abservar F°(©)(C) consta de 729 copias reducidas
del compacto C.

Notemos que todo elemento de (.#2°(X), h) se puede ver como el atractor
de un SFI, pues dado C € (4 (X), h), la funcién

¢ (H(X),h) — (H(X),h)
definida por, ¢(A) := C, para todo A € 5 (X) es una contraccién y
{(22(X),h); ¢}

es un SFI, que tiene por atractor a C.
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Este tipo de funciones son llamadas funciones de condensacién® y a
un SFI que contenga a una de estas funciones se le llama un sistema de
funciones iteradas con condensacién.

Teorema 2.1.3. (Teorema del collage para fractales). Sea (X,d) un
espacio métrico completo y sean B € #(X) y e € RT dados.

Si {(X,d); fi,..., fx} es un SFI con un factor de contraccion o y Ap
el atractor del SFI tales que

h(B,Ul_, fi(B)) < e, entonces

h(Ap, B) < —

1—a’

Es decir 1
WAp, B) < ——h (B,UL, fi(B))

para todo B € 7 (X) .

El Teorema del collage dice que para tener un SFI cuyo atractor sea
semenjante a un conjunto B € S7(X), tenemos que fabricar un conjunto
de contracciones {f1, ..., fr}, tal que la unién ( o collage ) de los conjuntos
f1(B), ..., fx(B) esté cercano al conjunto B.

Por lo tanto si h (B, Ulefi(B)) < ¢ para un ¢ lo suficientemente peque-
no podemos sustituir a B por el atractor del SFI. El teorema también nos
ayuda a tener una medida de que tan cerca estara el atractor de un SFI
a B sin tener que calcular el atractor, basta s6lo con estimar la distancia
entre By U, fi(B).

Ademaés la aproximacién del atractor al conjunto B serd mejor cuando
mas pequetio sea el factor de contracién del SFI y no depende del nimero
de contraciones que lo forman.

Si tomamos a (R?,d,), con d. la métrica euclidiana y trabajamos so-
bre el conjunto de todos los subconjuntos compactos no vacios de R? para
formar al espacio métrico (7 (R?),h) en donde una fotografia o en gene-
ral cualquier imagen es considerada como un compacto de RZ?, entonces
podriamos aproximar una fotografia por un conjunto fractal que sea el
atractor de un adecuado SFI y si ademas este SFI consta de pocas contrac-
ciones, podemos almacenar las contracciones en lugar de la imagen original
y asi habremos reducido el espacio ocupado por la imagen en la memoria
de un sistema digital.

3Una funcién de condensacién es una contraccién y cero es un factor de contraccién
para ella.
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Esta fue la idea que abrié la investigacion de la compresion fractal de
imagenes.

Existen algunos inconvenientes. Por desgracia el Teorema del collage
no proporciona un método para encontrar dicho SFI y el SFI cuyo atractor
aproxima al compacto en cuestion no necesariamente es inico.

Si tenemos por ejemplo que {(X,d) ; wi,ws,...,wk} con k > 2 es uno
de los sistemas de funciones iteradas que aproxima a el compacto, entonces
podemos escoger dos de las contracciones del SFI, digamos w; y ws para
definir una nueva contraccién Wi o : J(X) — S (X) como Wy 2(A) :=
w1 (A) Uws(A) para todo A € #(X). As{ tenemos un nuevo SFI

{(Z(X),h); Wy, W3..., Wi}
donde
WLQ(A) = wl(A) ULUQ(A) yVi € {3, .. .,/4}}, Wl(A) = (.d,‘(A),

el cual tiene el mismo atractor que el SFI original y por tanto se acerca al
compacto que queriamos aproximar del mismo modo, pero éste tiene k — 1
contracciones a diferencia del primero que poseia k contracciones. De esta
forma podemos definir diferentes SFI que tendrian el mismo atractor, sin
embargo hay un aspecto importante que nos hacen preferir un SFI sobre
otro y éste es que las contracciones que forman al SFI estén definidas de
una manera simple lo cual nos permite intuir como ser el atractor del SFI.
Cabe senalar que el Teorema del collage tampoco proporciona una manera
de elegir el mejor SFI, sin embargo todo lo anterior no resta importancia a
este resultado.

3 Sistemas de funciones iteradas por partes

El Teorema del collage asegura que dada cualquier imagen, siempre existe
un fractal que se le parece tanto como nosotros queramos, pero supongamos
que tenemos la fotografia de uno de nuestros seres queridos y que conocemos
un SFI cuyo atractor aproxima a la fotografia, si iteramos la contraccién in-
ducida por el SFI evaluada en la imagen de un arbol, el atractor se parecera
a la fotografia que estamos intentando aproximar pero como esta compuesta
de copias transformadas de un arbol, la foto a detalle exhibiria pequenos
arbolitos distorsionados, en particular en los rasgos fisicos de la persona
lo cual no es natural. Asi los sistemas de funciones iteradas tienen este
inconveniente. Hubo algunos intentos para resolver este problema pero no
fue sino hasta 1989, cuando un estudiante de Michael F. Barnsley, Arnaud
Jacquin diseno un nuevo método de codificacién de imagenes basado en el
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concepto fundamental de los SFI, pero haciendo a un lado el enfoque rigido
de los SFI globales.

El nuevo método obedecia a una idea que en principio parece muy sim-
ple. En vez de ver a una imagen como una serie de copias transformadas de
algin compacto arbitrario, esta vez la imagen estaria formada por copias
de pedazos de si misma bajo transformaciones apropiadas. La mejilla de
nuestra tia no se parece a un arbol pero es muy probable que su mejilla
derecha si sea muy parecida a la izquierda, asi pues esta idea contraresta
en buena manera el problema que los SFI globales tienen. Este método se
conoce como sistemas de funciones iteradas por partes SFIP.

Figura 3: Existen varias partes de la imagen que se parecen entre si, en
particular las que estan encerradas en las regiones R1 y R2.

La idea general se basa en tomar una particién de la imagen, los ele-
mentos de la particién pueden tener formas arbitrarias. En [7], [14], [2] y
[9] estédn descritos diversos algoritmos para realizar una particién, algunos
ocupan tridangulos o poligonos de tamano variable, Estos pueden mejorar
la calidad de compresién pues facilitan encontrar la auto-semejanza entre
las secciones de la imagen, pero también es posible que aumenten los costos
de cémputo. La manera mas sencilla de hacer la segmentacion para una
implementacion es utilizando cuadrados de tamano uniforme pues es mas
facil delimitar los pixeles encerrados por estas regiones para realizar las
comparaciones. Un estudio general del problema anterior se encuentra en

[5]-

Consideraremos a las imagenes como funciones que estén definidas sobre
I? y que tienen por contradominio a I, donde I := [0,1]. A cada punto del
cuadrado unitario le corresponde un valor que representa su nivel de gris,
con esto podriamos establecer que si a un punto le corresponde el valor 0
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en la imagen se representaria dicho valor como un punto negro, y el valor
1 se representaria en la imagen como un punto blanco.

Sea A C I?, sabemos que una funcién ¢ : A — I es un subconjunto
de A x I con la propiedad de que para cada (x,y) € A existe un unico
z € I, tal que ((z,¥),2) € ¢ C A x Iy generalmente a z se le denota
como ¢(z,y). Por otra parte la grafica de la funcién ¢ es un subconjunto
de I® que consiste de todas las tripletas (z,v,z), tales que x,y € I y
z = p(x,y), a la grafica de una funcién ¢ la denotaremos por *(p). Como
puede observarse una funcién y su grafica no son lo mismo, pero dada una
funcién, su grafica estd implicitamente definida con ésta, y viceversa, si
uno conoce la gréafica de una funcién puede de inmediato saber quién es la
funcién. Como estaremos trabajando con las funciones antes mencionadas
y sus graficas, tomaremos la siguiente notacién en adelante:

F:={pCAxI|ypesuna funcién y A C I’}

y definiremos a

G :={"(p) | peF}.

A cada elemento de .Z se le puede asociar de manera tnica un elemento
de ¥4, reciprocamente a cada elemento de ¢ se le puede asociar de mane-
ra Unica un elemento de .#, por tanto existe una biyeccién entre ambos
conjuntos la funcién que definiremos a continuacion es tal biyeccién.

h:F —9Y
dada por
VeoeZ; fhi(g):= (o)

La métrica del supremo la definiremos sobre nuestro conjunto .%# de
manera usual como:

doup : F X F — RT
dada por V p,v € .F
dsup(ps¥) 1= sup{|e1 — 22| |2,y € I, (z,y,21) € “(¢) y (z,y,22) € "()}.

Proposicién 3.1. El espacio métrico (.F ,dsyp) es un espacio métrico com-
pleto.

Definicién 3.2. Un sistema de funciones iteradas por partes o SFIP es
una terna

({(ﬁvdsup)ﬁgl;---agn)}v-@v%)
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formada por un SFI {(Z,dsup); g1, --,9n)}, una cubierta finita de I>
9 :={Dx,...,Dy},

tal que Vi € {1,...,k}, D; # 0 y una particién de I?
X :={Ry,...R,},

tales que: Dada ¢ € & y dada i € {1,...,n}, existen ¢ € F y j €
{1,...,k} tales que
gi(@‘Dg‘) = ¢|Rz

Definicién 3.3. Se dice que una familia de funciones
{9:19:: 94 —¥%,i=1,...,n}

enlosan? a I?, si para toda ¢ € .Z, se tiene que

Definicién 3.4. Sea f: A C R? — R? una funcién y fi, fo, f3 : R — R
sus funciones coordenadas, es decir

v (.’E,y,Z) € Rg; f(xayVZ) = (fl(x)va(y)afS(Z))a

entonces diremos que f es una funcién contraible respecto a su tercer com-
ponente, si existe « € [0, 1), tal que V 21, 20 € R,

d(f3(z1), f3(22)) < @ d(z1, 22)

y fi(z), f2(y) son independientes de z1 y de z2, para todo z,y € R. A « se
le llama un factor de contraccién respecto a la tercera componente.

Proposicién 3.5. Sean {Di cr?lied{l,... ,n}} una cubierta para I?,
{fi:9—9|ie{l,....,n}}
una familia finita de funciones que enlosan I2, tales que

Vie{l,....n} ,VoeZ;  fi(*(¢lp,)) = filz,y, ¢(x,y)) conz,y € D;

es una funcion contractiva respecto a su tercer componente y a; es un factor
de contracccion. Entonces la funcidn

F. % —Z

4La palabra enlosar significa cubrir un suelo con losas unidas y ordenadas. Por lo que
preferimos la palabra enlosar en vez de cubrir, para enfatizar que pretendemos fabricar
una cubierta enlosando la imagen con secciones (losas matemadticas) de s{ misma.
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dada por

VoeF;, Flp <CJ >
(&, ds

es una contraccion en el espacio métrico up) Y@= mdz{a,...,on}
es un factor de contraccion para F.

Demostracion. Recordemos que # es la biyeccién que existe entre # y

9.

Queremos probar que existe a € [0,1) tal que V p,9 € F, se cumple
que:
dSUP(F((p>7F(w)) S « dsup((pa'(/))-

Sean ¢, 1) € (F,dsup)y sea o = maz {a1,...,q,}, estimemos la distancia
entre F(p) y F(v¢).

dsup(F (), F(¢)) =
=sup{lz —w| |z,y € I, (z,y,2) € “(F(p)) y (z,y,w) € “(F(¢))}

= sup{|z —w| | 2,y € I, (2,y,2) € *(h~ (UL, fi(*(¢lp:))))
Y('Tava) € *(h’_l( 1:1fl(*(w|Dz))))}

sup{|z —w| | z,y € I, (z,y,2) € (A (fi(*(¢lp,))))
y (:my,w) € *(h_l(fl(*(¢ DJ)) S {17"‘7n}}

= sup{|z —wl| | (z,y) € Dy, (x,y,2) € fi(*(¢|p,))
y (x,y,w) € fz(* @/f Di))’ (S {13777’}}

= sup{|fz3(g0(x,y)) - fz3(¢(x,y))‘ | (x,y) € Di?@(mvy) =z
yY(z,y) =w, i € {1,...,n}.

Por la propiedad de contraccién respecto a la tercera componente,V i €
{1,...,n} de f; tenemos.

sup{|fi, (0(x,9)) = fis V(2 )| | (x,9) € Disp(x,y) = 2y ¢(2,y) = w,
Y(z,y) =w, i €{1,...,n}t}

< sup{a; [o(z,y) — (z,y)l | (z,y) € Di, o(z,y) = 2y (2, y) = w,

ie{l,...,n}}

< supla [p(z,y) — (z,y)| | (v,y) € Di,p(x,y) = 2 y ¢¥(z,y) = w,
iefl,....n}}
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= a sup{|p(z,y) — (@)l | (v,y) € I, p(z,y) = 2 y Y(z,y) = w}
=« sup{|z - w| | z,y €1, (x,y7z) € *(90) y (axy,w) € *(1/1)}
- adsup(@vdj)a

por lo tanto

dsup(F(QO)vF(w)) <« dsup(Qoaw)'

Ademés o = max {a1,...,a,} € [0,1), asi F es un contraccién en (F, dgyp)

tal y como se queria demostrar. [J

4 Implementacion

El modelo matemético de una imagen como una funcién ¢ : I? — I
nos permite que la teoria funcione, sin embargo a la hora de tratar la infor-
macién de una imagen con una computadora no necesariamente funcionars,
pues hay que hacer la consideracién de que en la computadora la funcién
que modela a una imagen debe tener un dominio y rango discretos, de lo
contrario una imagen representada por una funcién ¢ : I2 — I a pesar de
tener un tamano finito, describiria a una imagen de resolucién infinita.

A lo que nos referimos en el parrafo anterior es que en una computa-
dora se representa una imagen como una coleccién discreta de elementos
de pigmento o pixeles, cada pixel toma un valor discreto en una escala de
grises o bien tres en una escala con tres canales de color, el nimero de bits
usados para almacenar estos valores es lo que se llama la resolucién de la
escala. Si usamos 8 bits para almacenar un solo valor por pixel, la imagen
podria almacenarse en una computadora como una matriz de tamano n x n
donde cada entrada de la matriz serfa un nimero entre 0 y 255, este valor
representard un nivel en una escala de grises.

La imagen siguiente es un ejemplo de lo anterior, ésta tiene un total de
256 x 256 elementos de pigmento cada uno con un valor entre 0 y 255, para
cada pixel se reservan 8 bits que almacenan su valor en binario. En total
para poder almacenar la imagen en una computadora se ocuparian, 1 byte
por pixel, lo que serfa 256 x 256 = 65 536 bytes o bien 64 kb.
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Figura 4: Esta imagen es de 256 por 256 pixeles, la escala de grises es un
valor entero entre 0 y 255, donde 0 es valor de negro y 255 el de blanco.

Ahora supongamos que dividimos esa misma imagen, en una cubierta
2 y una particién #Z ambas con elementos cuadrados de tamano uniforme,
los D; € 2 de tamano 16 x 16 mientras que los R; € # sean de tamano
8 x 8.

>

9 K

Figura 5: Segmentacién de la imagen

De esta manera para cada uno de los 16 x 16 = 256 elementos R; € Z que
encierran 16 pixeles se tratard de encontrar un elemento D; € & de entre
los 8 x 8 = 64 y una transformacion tal que ésta evaluada en D; minimice
los valores en la escala de grises con respecto al R; en cuestion, notemos que
de entrada tanto los elementos de 2 como los de Z son cuadrados con la
particularidad de que lo primeros son del doble del tamano de los segundos,
la tranformacién geométrica tendrd que ser por fuerza un escalamiento de
un elemento de Z a la mitad de su tamano, y una traslacién a la posicién
del elemento de & en turno, pero hay ocho posibles formas de mapear un
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cuadrado en otro, cuatro rotaciones y cuatro reflexiones: vertical, horizontal
y respecto a sus dos diagonales.

Para cada R;, tal que ¢ =1,...,256 debemos tomar

i { v {d0a(o(D0), (R}

Lo anterior es costoso hablando en términos de cémputo ya que se re-
quiere hacer para este caso un total de 8 x 64 = 512 comparaciones por cada
elemento de Z asi que en resumen son 512 x 256 = 131 072 comparaciones.

El proceso de codificacién no es muy complicado y se puede implementar
con el siguiente algoritmo.

1. - Leer la imagen a ser codificada (traducirla en la matriz antes co-
mentada).

2. - Segmentar la imagen en una cubierta 2 y una particién Z.

3. - Paraun Ry € Z dado, compararlo con cada una de las ocho posibles
formas en que se puede mapear cada uno de los elementos de Z en
Ry. Obtener y almacenar el mejor Dy € Z y la mejor transformacion
que aproximan a Ry.

4. - Repetir el paso anterior para cada uno de los elementos de nuestra
particién Z.

El proceso de decodificacién no es tan tardado comparado con el de
codificado, como sabemos de la teoria desarrollada tenemos que iterar la
funcién evaluada en una imagen cualquiera y obtener el punto fijo, el cual
es el limite de esta sucesion de iteraciones. Veremos en los ejemplos que la
sucesion se aproxima bastante rapido al punto fijo.

El algoritmo de decodificacién es el siguiente:
1. - Leer los coeficientes de las funciones asi como los D;.

2. - Crear una imagen cualquiera del mismo tamano de la imagen origi-
nal.

3. - Tomar la cubierta & como en el paso de codificacion, y a cada R;
aplicarle la transformacién correspondiente.

4. - Hacer la imagen que resulta en el paso anterior la nueva entrada
para el algoritmo hasta la iteracion deseada.
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Segun el nimero de iteraciones la calidad de la imagen reconstruida va
evolucionando para mejorar como puede observarse en la figura 6.

Figura 6: La figura 4 fue comprimida y en el proceso de reconstruccién resultan
la imagen (a) haciendo una iteracién, la imagen (b) al hacer cuatro iteraciones y
(c) realizando ocho iteraciones.

Mostraremos més ejemplos como las imagenes 6 y 7 que fueron tomadas
de [11] y las imdgenes 8 y 9 de [12]. Para poder entender los resultados
que se obtienen con los algoritmos anteriores al procesar estas imagenes
necesitamos conocer lo que es el PSNR (Peek Signal to Noise Ratio), que
es una de las formas mas conocidas de medir en decibeles la calidad de
una imagen reconstruida con respecto a una imagen original después de un
proceso de compresién. También se requiere conocer el error cuadratico
medio o MSE (Mean Square root Error). Supongamos que tenemos dos
imagenes distintas I y F' de tamano nxm, entonces las cantidades anteriores
se definen de la siguiente manera:

n—1lm-—1

MSE = 5" 310, ) - G I,

i=0 j=0
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o MAXE\ MAXp
PSNR:=10 - logi (M—SE> ~ 90 - logio <M_SE '

Donde M AXp es el valor médximo que puede tomar un pixel en la imagen
F.

Imagen original Imagen reconstruida

Figura 7: La imagen original es de 512 x 512 pixeles, la imagen reconstruida tiene
un PSNR = 30.00 dB y una razén de compresién de 70.29. Tiempo de codificado
1.7 segundos.

Imagen original Imagen reconstruida

Figura 8: La imagen original es de 512 x 512 pixeles, la imagen reconstruida tiene
un PSNR= 29.91 dB y una razén de compresién de 70.30. Tiempo de codificado
1.1 segundos.
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Imagen original Imagen reconstruida

Figura 9: La imagen original es de 512 x 512 pixeles, la imagen reconstruida tiene
un PSNR = 33.19 dB y una razén de compresion de 7.93. Tiempo de codificado
2.12 segundos.

Imagen original Imagen reconstruida

Figura 10: La imagen original es de 256 x 256 pixeles, la imagen reconstruida
tiene un PSNR = 32.75 dB y una razén de compresién de 5.86. Tiempo de
codificado 0.7 segundos.

5 Conclusiones

La técnica de compresion de imagenes digitales mediante conjuntos fractales
generados por sistemas de funciones iteradas por partes es una ingeniosa
aplicacién de las matematicas a la informatica. Este trabajo sélo introduce
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al lector en la implementacién computacional de dicha técnica. Cabe men-
cionar que existen estudios en [5] en donde se trata el problema de mejorar
el algoritmo en sus distintos pasos para lograr un desempeno maés eficiente.
Ademas de la compresién de imagenes, existen técnicas de super-resolucién
a diferentes escalas de una imagen, estas técnicas también se ayudan de la
auto-semejanza o redundancia de la imagen [6].
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