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Resumen

La combinatoria infinita (temética que, a raiz del trabajo de Can-
tor, actualmente es posible estudiar de manera completamente for-
mal) nos presenta un interesante contraste de semejanzas y dife-
rencias con su andlogo finito. El propésito de este articulo es pre-
sentar algunos ejemplos concretos tanto de semejanzas, como de
diferencias radicales, para proporcionar cierta intuicién acerca del
comportamiento del infinito en el ambito combinatorio. Nuestros
ejemplos son tomados de la rama de las matemadticas conocida
como Teoria de Gréficas.
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1 Introduccion

La combinatoria infinita consiste en el estudio formal de diversas es-
tructuras infinitas, de manera analoga a como se hace comtinmente, en
la combinatoria usual, con estructuras finitas. Por ejemplo, uno de los
resultados béasicos més clasicos en combinatoria finita serfa el estudio de
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los coeficientes binomiales, definidos como

(Z) = numero de subconjuntos de k elementos

de un conjunto con n elementos,

el cual, como todos aprendemos en nuestros cursos mas basicos, resulta

ser igual a . Contar, por otro lado, la cantidad total de sub-

n!
El(n — k)!
conjuntos de un conjunto con n elementos, implica realizar la cuenta
anterior dejando que k varie desde 0 (el subconjunto més pequeno posi-
ble es el vacio, con 0 elementos) hasta n (el subconjunto més grande

posible seria el total); obtenemos las relaciones

p(n) = zn: (Z) = 2",

k=0

en donde utilizamos el simbolo p(n) justamente para denotar el nimero
total de subconjuntos de un conjunto con n elementos. Gracias al tra-
bajo de Cantor, hoy en dfa podemos trabajar en el paraiso* y ponderar
preguntas anslogas respecto de las cantidades infinitas, con la posibili-
dad de explorar las respuestas a dichas preguntas de manera totalmente
formal. Es interesante observar que esta drea de estudio presenta un con-
traste entre similitudes y diferencias radicales con la combinatoria finita
(tanto en el sentido de que ciertos enunciados se vuelven totalmente fal-
sos al pasar de lo finito a lo infinito, como en el sentido de que algunos
otros enunciados permanecen verdaderos, aunque la demostracién co-
rrespondiente resulta tener muy poco en comin con el caso finito). Por
ejemplo, si k es un cardinal infinito, y A < k es cualquier otro cardinal
(finito o infinito), entonces se suele denotar por [k]* a la cardinalidad
del conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de cardinalidad A
de un conjunto dado de tamafio x (en otras palabras, este objeto es el
andlogo infinito del coeficiente binomial). En ciertos casos, resulta bas-
tante complicado determinar con exactitud el valor de [x]*: si bien es
cierto que [k]° = 1, y [k]* = & siempre que \ # 0 sea finito, el valor de
[FJ]A para A < k infinito es, en cierto sentido, un completo interrogante,
pues el valor exacto varia dependiendo del tipo de cardinal que sea k,

4Aqui, desde luego, estamos haciendo referencia a la famosa frase emitida por D.
Hilbert: Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben
kénnen, que podria traducirse como del paraiso que Cantor construyé para nosotros,
nadie deberd expulsarnos.
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y en muchos casos este valor es incluso —~demostrablemente— imposible
de determinar utilizando Unicamente los axiomas usuales de la teoria de
conjuntos (para valores de A > k, sin embargo, es evidente que [k]* = 0,
y por otra parte también es cierto que [k]® = 2%). Desde luego que
esta situacién contrasta significativamente con lo que sucede en el caso
finito. Sin embargo, sigue siendo cierto que Z:[Fc]A = 2", aunque en
A<k

este caso la demostracion ya presenta discrepancias importantes con la
correspondiente demostracion del caso finito.

El propésito de este articulo divulgativo es presentar al lector con
varios ejemplos, estéticamente muy satisfactorios, de estos contrastes
entre la combinatoria finita y la infinita. Como terreno de juego para
dicha actividad recreativa, hemos elegido el fértil campo de la Teoria de
Graficas, que constituye una de las areas fundamentales de la combi-
natoria en el caso finito —y que también en su momento inspiré varias
investigaciones fundamentales en el caso infinito—. Para esto, seria de
gran ayuda que el lector se encuentre ya ligeramente familiarizado con las
vicisitudes de la aritmética de cardinales infinitos, aunque en la seccién
2 incluimos un breve sumario de las definiciones y resultados relevantes
(dichos resultados sélo se mencionan, y no se demuestran, pero el lec-
tor con madurez matematica deberia poder seguir el paso del resto del
articulo si simplemente toma el contenido de esta seccién como articulo
de fe). En la seccién 3 incluimos algunos resultados “basicos”, en el sen-
tido de que pueden enunciarse con sélo las definiciones bésicas de teoria
de gréficas, sin involucrar atin demasiada teoria. La seccion 4 versa so-
bre los drboles y bosques (definidos exactamente igual a como se hace
en el caso finito). La seccién 5 introduce las coloraciones por vértices y
el nimero cromético. En la seccién 6 exploramos cuestiones que tienen
que ver con emparejamientos de vértices, asi como la relacién de esto
con algunos de los temas tratados anteriormente. Esta tltima seccién
ilustra con abundancia un fenémeno bastante interesante que sucede con
frecuencia al movernos del terreno finito al infinito: numerosos teoremas
“siguen siendo ciertos” en el contexto infinito, siempre y cuando se en-
cuentre la manera correcta de enunciarlos en este contexto mas general.
Esta seccién es también aquella en la que mas se han realizado inves-
tigaciones de alto grado de dificultad, y se encuentran varios teoremas
cuyas demostraciones constituyen la mayor parte de articulos completos
de investigacién; muchos de estos resultados Uinicamente se mencionan
y se ponen en contexto, sin incluir sus demostraciones. Finalmente, se
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incluye al final del articulo un apéndice que contiene algunos contraejem-
plos en el contexto donde no se asume el llamado Azioma de Eleccion,
mismo que juega un papel importante en varias de las demostraciones
contenidas en las secciones previas; de esta forma, se explica con cierto
detalle la manera como este axioma es esencial a las demostraciones
mencionadas.

Intentamos presentar las demostraciones pertinentes con un nivel de
detalle que permita a las ideas principales quedar expuestas, sin per-
mitir que los excesivos detalles mecdnicos afecten ni la legibilidad, ni
la visibilidad del flujo principal de ideas. En particular, los lectores
menos experimentados que quieran realmente comprender a profundi-
dad lo aqui expuesto, deberan tratar cada afirmacién no demostrada
como si fuera un ejercicio. La frase “es facil ver”, asi como cualquier
otra frase a efecto similar, funcionan como senalamientos de la presen-
cia de algin ejercicio de este tipo (ejercicios que, si bien no siempre
son precisamente ficiles, si son, en la mayoria de los casos, rutinarios,
en el sentido de que constituyen alguna verificacién mecéanica de la ve-
racidad de alguna proposicién sencilla, sin necesidad de involucrar ideas
novedosas de ningin tipo).

2 Aritmética cardinal infinita

La definicién clave, descubierta por Cantor (justo esa idea genial gracias
a la cual hoy en dia podemos estudiar formalmente el infinito), es la sigu-
iente: es posible comparar las cantidades de elementos de dos conjuntos
sin necesidad de contar a los elementos de cada uno de estos conjuntos
por separado; antes bien, basta emparejar a los elementos de un con-
junto con los del otro, sin permitir que nadie se quede sin emparejar y
que nadie tenga més de una pareja.

Definicion 2.1. Dados dos conjuntos X, Y, decimos que

1. X es equipotente a 'Y, simbolizado X ~ Y o |X| = |V, si existe
una funcién biyectiva entre X y Y.

2. X tiene a lo mds tantos elementos como Y, simbolizado X <Y o
|X| < |Y], si existe una funcién inyectiva f: X — Y.

Deberia ser bastante claro para el lector que la relacién de equipo-
tencia ~ se comporta como una relacién de equivalencia (es reflexiva,
simétrica y transitiva); el inico detalle es que no esta definida sobre un
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conjunto, sino sobre la clase (propia) de todos los conjuntos, pero en
este articulo nos abstendremos de discutir esas sutilezas fundacionales
de la teoria axiomatica de conjuntos. Es por ello que nos abstenemos
de asignarle una denotacién concreta al simbolo |X| (que, intuitiva-
mente, deberia ser “la cardinalidad de X7, la clase de equivalencia de X
médulo la relacién de equipotencia), y jamés lo utilizaremos por si solo;
unicamente utilizaremos los simbolos |X| = |Y| y/o |X| < |Y| como
abreviaciones de los enunciados correspondientes, tal y como vienen es-
tipulados en la Definicién 2.1.

Por otra parte, la relacién < es antisimétrica y transitiva; es decir,
se comporta como una relacién de preorden —con lo cual, el compor-
tamiento es como el de una relacién de orden parcial en las clases de
equivalencia moédulo la relacion que hace a X y Y equivalentes si y s6lo
si X XY yY < X— Para comprender esta relacién de equivalencia,
notemos que, dados dos conjuntos X,Y, se tiene que X XY yY < X
si y sélo si X =~ Y; una de estas implicaciones es obvia, y la otra dista
mucho de ser trivial, al grado de que es un teorema que tiene nombre:
el teorema de Cantor—Bernstein.

La aritmética de nuimeros cardinales infinitos se define por analogia
con el caso de los cardinales finitos. Dados dos cardinales x y A, defini-
mos a k+ A como la cardinalidad de la unién disjunta entre un conjunto
de cardinalidad &, y otro de cardinalidad A (como ya dijimos arriba, al
escribir niimeros cardinales como si fueran objetos, uno debe en realidad
pensar en estos enunciados como abreviaturas: asi, nuestra “definicion”
de suma en realidad debe concebirse como la estipulaciéon de que, siem-
pre que escribamos |Z| = | X|+ |Y|, lo que en realidad estamos diciendo
es que Z es equipotente a la unién disjunta de X y Y). Similarmente,
definimos kA como la cardinalidad del producto cruz X xY, con | X| = &
v |Y| = A; y finalmente definimos x* como la cardinalidad del conjunto
XY ={f|f:Y — X}, endonde | X| =k y |Y| =\ Ellector podra sin
duda verificar, sin demasiada dificultad, que las tres definiciones coinci-
den con las definiciones usuales de la aritmética elemental en el caso de
los cardinales finitos. El teorema fundamental que caracteriza a la suma
y el producto de cardinales, es el siguiente.

Teorema 2.2. Sean k, A dos nimeros cardinales, en donde al menos
uno de los dos es infinito. Entonces, se cumple lo siguiente:

1. K+ X =méix{k, \},

2. si Ky, A son ambos no cero, entonces kKA = max{r, A}.
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Desde luego, si tanto x como A son finitos en el teorema anterior,
entonces el resultado tanto de la suma como del producto es, como
hemos remarcado anteriormente, ya conocido: coincide con la suma y
el producto de nuimeros naturales. Similarmente, si alguno de los dos
numeros, K 0 A, es igual a cero, entonces kA = 0 (independientemente
de que el otro nimero cardinal sea finito o infinito).

También es posible realizar tanto sumatorias como productos de una
familia de cardinales. Esto es, si {X,|a € A} es una familia indexada de
conjuntos, con conjunto de indices A, entonces se define ) ., |X4| como
la cardinalidad de la unién disjunta de los conjuntos X, ; formalmente,

31Xl =

a€EA

J (% < (o).

a€eA

Similarmente, [[,ca |Xal = [[Iaea Xal- Es posible demostrar que,
siempre que los | X, | sean todos ellos distintos de cero, se tiene que

> [Xal = sup({|Xalla € A} U{|A]});

aeA

por otra parte, el llamado lema de Kdnig nos garantiza que, si {X,|a €
A}y {Ya|a € A} son sendas familias indexadas de conjuntos, tales que
| Xo| < |Ya| para todo « € A, entonces

S Xl < [T IYal.

aceA acN

Se utilizardan también, en mucha menor medida, los nimeros ordi-
nales. Estos fueron originalmente descubiertos por Cantor, aunque la
formalizacion mas utilizada actualmente es la de von Neumann, en donde
cada nimero ordinal se identifica con el conjunto de aquellos nimeros
ordinales menores a él (por ejemplo, 0 = &, 1 = {0} y, en general,
n={0,...,n—1}; la formalizacién de von Neumann permite continuar
este conteo hasta el &mbito transfinito). De esta forma, los elementos de
un numero ordinal se encuentran bien ordenados mediante la relaciéon de
orden parcial C, en donde la relaciéon de pertenencia € constituye el or-
den estricto correspondiente. Cada conjunto bien ordenado es isomorfo
a un unico numero ordinal; de esta forma, los nimeros ordinales nos
proporcionan una coleccion que contiene a un “representante candénico”
de cada “clase de equivalencia” de conjuntos bien ordenados médulo la
relacion de isomorfismo. Por otra parte, la clase misma de los niimeros
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ordinales estd también bien ordenada, en el sentido de que cada conjunto
no vacio de ordinales tiene un elemento C-minimo; esto permite realizar
demostraciones por induccién transfinita y definir objetos por recursién
transfinita, es decir, si realizamos algin procedimiento en un niumero
ordinal «, utilizando como suposicién que el procedimiento ya ha sido
realizado con todos los ordinales 3 < «, entonces este procedimiento (ya
sea una definicién, o una demostracién) estd bien definido. Ademds, si
suponemos el axioma de eleccién, entonces todo conjunto puede ser bien
ordenado; luego, todo conjunto es equipotente a algiin niimero ordinal,
y por lo tanto existe un minimo nimero ordinal equipotente a nuestro
conjunto. Como consecuencia de esto, siempre que exista algiin conjunto
con cierta propiedad, es valido tomar un tal conjunto de cardinalidad
minima posible, lo cual se utilizard con bastante frecuencia en diversas
definiciones a lo largo del presente articulo.

3 Resultados basicos

Sin suponer teoria previa alguna, comenzamos desde la definicién misma
de gréfica, que proporcionamos a continuacién. El lector con algo de
experiencia notara que, a lo largo de este articulo, nuestras graficas son
todas ellas simples y no-dirigidas.

Definicién 3.1. Una grdfica es una pareja ordenada G = (V, E), en
donde V es cualquier conjunto no vacio, y° E C [V]2. A los elementos
de V se les llama vértices, y a los de E se les llama aristas.

Notoriamente, nuestra definicién de grafica (simple y no-dirigida)
coincide con la que usualmente se utiliza en el caso finito, con la tnica
excepcién de que nos abstenemos de insistir en este ultimo punto —es
decir, simplemente no requerimos que el conjunto de vértices debe de
ser finito—.

Un concepto estandar en teoria de graficas es el del grado de un
vértice. En el caso que nos ocupa (donde no hay bucles ni aristas
multiples), es facil definir el grado de un vértice como la cantidad, ya sea
de vértices adyacentes al dado, o bien de aristas incidentes al vértice en

"En teorfa de conjuntos, es estdndar utilizar la notacién [X]* para referirse al
conjunto de subconjuntos de X que tienen cardinalidad . Asi, la presente definicién
estipula que cada elemento de E es un conjunto que contiene a exactamente dos
elementos de V. De esta forma, identificamos a una arista —que, en el presente
articulo, nunca es un bucle- con el conjunto de sus dos extremos.
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cuestién. En simbolos, si G = (V, E) es una grafica, y v € V, entonces
definimos

dg(v) = {u € Vl{u,v} € E}| = |{e € Elv € ¢}|.

Uno de los resultados més elementales en teoria de gréficas finitas es
el que afirma que, al sumar los grados de todos los vértices de una grafica,
uno obtiene el doble del niimero de aristas que contiene la grafica. En
el caso finito, no es dificil formalizar el argumento usual, el cual se basa
en la observacién de que, al sumar los grados de cada vértice, se estd al
mismo tiempo realizando un conteo de aristas, con la salvedad de que
cada arista se cuenta dos veces (una por cada uno de sus extremos).
En el caso infinito, sin embargo, es necesario prestar un poco mas de
atencion al detalle, como a continuacién veremos.

Teorema 3.2. Si G = (V, E) es cualquier grdfica, entonces

> da(v) =2|E|.

veV

Demostracion. Dadas las definiciones proporcionadas en la seccién 2, lo
que en realidad necesitamos demostrar es que, si X, es un conjunto de
cardinalidad dg(v) para cada v € V, de modo que los X, sean disjuntos
a pares, entonces J,cy Xo es equipotente a £ x {0,1} (de acuerdo con
la construccién de von Neumann, usualmente se toma a {0,1} como el
conjunto paradigmaético de cardinalidad 2). Lo primero que se viene a la
mente al momento de elegir a X, es dejar que sea o bien el conjunto de
vecinos de v, o bien el conjunto de aristas que inciden en v; sin embargo,
con cualquiera de estas definiciones nos enfrentariamos al problema de
que los X, no serian disjuntos por pares. De esta forma, unos momentos
de reflexién nos llevan a proponer los conjuntos

Xy ={(v,u){v,u} € E}.

La clave es que (v,u) es un par ordenado, y no simplemente un conjunto
con dos elementos (de modo que (v,u) y (u,v) son dos pares ordenados
distintos, ambos asociados a la arista {u,v}). Esto nos da la tranquilidad
de saber que X, N X, = & siempre que v # u.

Utilizando el axioma de eleccién, tomamos una funcién de eleccién
f:+ E — V; esto es, una funcion tal que f(e) € e para todo e € E. En
otras palabras, f es un objeto que representa el haber elegido uno de los
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dos extremos de cada una de las aristas de la grafica G. Asi, definimos
la funcién ¢ : J,cy Xo — E x {0, 1} mediante la férmula

_ ({uv U}v 0)7 si f({uvv}) = U
p(u,v) = { (w0}, 1), si f({u,0}) = o.

No es precisamente trivial, pero si rutinario, demostrar que la funcién
@ definida arriba es una biyeccion.
O

En la demostracion anterior, la principal dificultad técnica es que,
para cada arista {u,v}, tenemos dos copias de dicha arista (corres-
pondientes a los pares ordenados (u,v) y (v,u)) y debemos decidir, al
definir nuestra biyeccion ¢, cual de estas dos copias se manda a la pareja
cuya segunda entrada es 0, y cudl a la pareja con segunda entrada 1.
De alguna manera, estamos eligiendo un elemento dentro del conjunto
{(u,v), (v,u)} (estamos eligiendo, por ejemplo, cudl de los dos debe ser
enviado a la pareja con segunda entrada igual a 1). De modo que el
axioma de eleccién juega un papel crucial en la demostracién previa; el
apéndice al final de este articulo muestra que este axioma es, de hecho,
indispensable, pues mostramos un ejemplo concreto (Ejemplo 6.14), en
la teoria axiomatica de Zermelo—Fraenkel sin el axioma de eleccién, en
el cual el Teorema 3.2 es falso.

A continuacién analizamos dos resultados que muestran un contraste
interesante entre la combinatoria finita y la infinita. En primer lugar,
tras haber demostrado el Teorema 3.2, en el caso de las graficas fini-
tas es inmediato verificar, como corolario, que la cantidad de vértices
de grado impar debe de ser un nimero par (ya que la suma de todos
estos grados, en total, debe de dar 2|E(G)|, que es un nimero par, y
la suma de una cantidad impar de nimeros impares siempre resulta
en un numero impar). En el caso infinito, esto no necesariamente se
cumple, como lo ilustra el ejemplo de un camino infinito en una di-
reccién. En este caso, nuestra grafica G = (V, E) cuenta con una can-
tidad numerable de vértices, digamos que V = {vi,va,...,0pn,...}, ¥
hacemos E = {{vy, vn+1}In € N}. Asi obtenemos una gréfica (represen-
tada graficamente en la Figura 1) con exactamente un vértice de grado
1, y los demas de grado 2.

En segundo lugar, tenemos otro resultado sencillo (que usualmente
suele ser un ejercicio en los textos introductorios de teoria de graficas):
para cualquier gréfica (finita) con al menos dos vértices, siempre hay dos
vértices con el mismo grado. La demostracion de este resultado finito
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U1 U2 vy ottt Up, Un+1

Figura 1: El camino infinito en una direccion.

reposa en el principio finito de la pichonera, de la manera siguiente:
si suponemos que nuestra grafica tiene n vértices, entonces (dado que
Unicamente estamos considerando graficas simples) cada uno de esos
vértices debe tener un grado (igual al nimero de sus vecinos) entre 0 y
n—1. Sino hubiera dos vértices con el mismo grado, entonces los grados
de cada uno de los vértices serian exactamente los nameros 0,1, ..., n—1,
sin repeticiones; esto ya es una contradiccion, pues no pueden existir
simultdneamente un vértice de grado 0 (ningun vecino) y uno de grado
n — 1 (todos los demds vértices como vecinos). La demostracién que
acabamos de proporcionar estd profundamente enraizada en la finitud
de la grafica en cuestion, por lo que no resulta sorprendente que, en
el caso infinito, el andlogo de este resultado sea falso. Para construir
un contraejemplo, podemos tomar una grafica con conjunto de vértices
V = {v,|n € N}, en donde el conjunto de aristas se define mediante
E = {{vn, 11 }0 < k < 2™}. Noétese que, para cada n, el vértice v,
tnicamente puede ser adyacente a vértices de la forma v; con 1 < j <
n + 27 asf, tenemos que 2" < d(v,,) < 2" +n < 2" < d(v,41). Por lo
tanto, no es dificil verificar que la asignacién n — d(v,,) es inyectiva; en
otras palabras, no hay dos vértices de esta gréfica que tengan el mismo
grado.

Recordemos que, en el caso de una grafica finita G, se definen los
numeros 6(G) y A(G) como los grados minimo y maximo, respectiva-
mente, de algin vértice de la grafica. En el caso infinito, el conjunto
de estos grados podria ser no-acotado; o inclusive podria darse el caso
de que algunos de los grados sean cardinales infinitos. Esto nos fuerza
a modificar la definicién del grado maximo (la del grado minimo, por
otra parte, se puede mantener, gracias al resultado (de hecho, equiva-
lente al axioma de eleccién) que afirma que la clase de todos los niimeros
cardinales estd bien ordenada).

Definicién 3.3. Sea G = (V,E) una gréfica (finita o infinita). Se
definen los siguientes dos parametros:

1. §(G) = min{dg(v)lv € V'},
2. A(G) = sup{dg(v)|v € V}.
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A continuacién enunciamos un resultado junto con uno de sus coro-
larios. El resultado afirma, en el caso infinito, exactamente lo mismo
que en el caso finito; por su parte, el corolario presenta un fenémeno
completamente nuevo que es exclusivo del dominio infinito.

Teorema 3.4. Si G = (V, E) es cualquier grdfica, entonces |V|§(G) <
2|E| < |V]A(G).
Demostracion. Dado que §(G) < dg(v) < A(G) para todo v € V,
entonces tenemos que
VIS(G) =D 0(G) < D da(v) <Y AG) = VIAG),
veV veV i€V

en donde todas las (des)igualdades son inmediatas en el caso finito, y en
el caso infinito, la primera y udltima igualdad se siguen de

Y (G) = suwp{|V],6(G)} = max{|V],6(G)} = [V|6(G),

veV
y
> AG) = sup{|[V|,A(G)} = mdx{|V|, A(G)} = |V|A(G),
veV
respectivamente.

g

Corolario 3.5. Sea G = (V, E) una grdfica infinita tal que 6(G) > 0.
Entonces, |V| = |E)|.

Demostracion. Como tnicamente consideramos graficas simples, A(G) <
|V'|. Entonces (dado que 6(G) es positivo, y que |V| es infinito) tenemos
que:

VI = max{[V],0(G)} = [V]5(G) < 2|E]
< VIA(G) = méx{|[V], A(G)} = V],

lo cual implica que |V| = |E].
O
Desde luego que, en general, el corolario anterior dificilmente se
cumplird para gréficas finitas (excepto en casos muy especiales, como
por ejemplo las graficas C,,). También es claro que la hipétesis §(G) > 0
es esencial, pues de lo contrario, es posible anadir a una grafica tantos
vértices aislados como sea necesario para forzar a que el conjunto de
vértices tenga una cardinalidad tan grande como se desee, sin alterar la
cardinalidad del conjunto de aristas.
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4 Arboles

Dada una grafica G = (V, E) y dos vértices u,v € V, un (u, v)-camino
es una sucesién finita de vértices (vp,...,v,) tal que vg = u, v, = v
y {vi,vit1} € E para cada ¢ € {0,...,n — 1}. En este caso, decimos

que n es la longitud del camino. Decimos que dos vértices u,v € V
estdn conectados si y sélo si existe un (u, v)-camino en G. Todas estas
definiciones son exactamente iguales a las utilizadas en el caso de graficas
finitas; al igual que en ese caso, la relacién de estar conectado constituye
una relacién de equivalencia entre los vértices. A las subgraficas de
G generadas por cada una de las clases de equivalencia se les llama
componentes conexas, y decimos que G es conexa si y sélo si tiene
exactamente una componente conexa. A un (u,u) camino de longitud
no-cero le llamamos un ciclo de G, y decimos que G es aciclica si no
admite ciclos.

Definicién 4.1. A una gréafica aciclica se le llama un bosque. Un
bosque conexo se denomina un arbol.

La terminologia forestal, ademas de ser sugestiva, estd plenamente
justificada, ya que con estas definiciones un bosque constituye la unién
de arboles (cada una de las componentes conexas). Notacionalmente,
es comun utilizar la letra T para denotar arboles, debido a la palabra
“tree” que significa arbol en inglés.

A continuacién enunciamos algunos hechos bésicos acerca de drboles;
todas las afirmaciones del presente parrafo son resultados clasicos en
el caso de los arboles finitos, y se demuestran de manera exactamente
idéntica en el caso de los arboles infinitos. Dado un arbol 7', cualesquiera
dos vértices estan conectados mediante un dnico camino (la existencia
del camino se debe a la conexidad, mientras que la unicidad del mismo se
puede demostrar con facilidad utilizando el hecho de que T no contiene
ciclos). En particular, dada una grafica conexa G, tenemos que G es un
arbol si y sélo si todas sus aristas son de corte (una arista e en una gréfica
G se dice de corte si ambos extremos de e pertenecen a componentes
conexas distintas de G—e, la grafica que resulta de eliminar al elemento e
del conjunto de aristas de G manteniendo el mismo conjunto de vértices,
y es facil demostrar —el mismo argumento funciona tanto en el caso
finito como en el infinito— que una arista es de corte si y sélo si no
estd contenida en ningun ciclo de GG). Consideraremos ahora los vértices
de corte: un vértice en una grifica G = (V, E) es de corte si existe
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una particion £ = FE; U Ey de las aristas de G tal que v es el tinico
vértice comun a las subgraficas generadas por Fy y Fs. Esto es, en
el caso finito, equivalente a decir que G — v tiene (estrictamente) mas
componentes conexas que (; no asi en el caso infinito, como se puede ver,
por ejemplo, tomando una infinidad de gréficas finitas, G, paran € N, y
dejando que G sea la unién disjunta de las G,,: cualquier vértice de corte
de alguna G, sigue siendo vértice de corte de G, aunque la cardinalidad
del conjunto de componentes conexas permanece constante (con valor
Ng). Sin embargo, si G es una grafica conexa, entonces un vértice v de
G es de corte si y s6lo si G — v es disconexa. En el caso particular de
un drbol 7', un vértice v de T es de corte si y sélo si d(v) > 1.

En contraste, un resultado clasico acerca de arboles finitos T =
(V, E) es que siempre satisfacen |E| — 1 = |V/|. Esto es, en cierto sen-
tido, trivialmente cierto para el caso de arboles infinitos: dado un arbol
infinito 7' = (V, E), al no haber vértices aislados (pues de lo contrario
T no serfa conexo), se satisface la igualdad |E| = |V| = |V| + 1, por el
corolario 3.5. Sin embargo, un enunciado mas fuerte, mas informativo,
y que presumiblemente refleja una mas adecuada generalizacion de la
igualdad |E| — 1 = |V, es el siguiente.

Teorema 4.2. Sea T = (V, E) un drbol (finito o infinito), y sea vy € V
arbitrario. Entonces existe una biyeccion ¢ : V \ {vo} — E tal que,
para todo v € V '\ {vo}, ¢(v) es una arista incidente en v.

Demostracion. Para cada v € V' \ {vg}, sea (vo,...,v,), con v = vy, el
tnico (vg, v)-camino, y denotemos ¢(v) = {v,—1,v,} (esto tiene sentido
ya que, si v # vg, entonces n > 0). Es rutinario verificar que la funcién
¢ : V' \{vo} — E satisface lo afirmado en el enunciado del teorema.
O
En el caso de los arboles finitos, el resultado |E| = |V| — 1 permite
mostrar que todo arbol finito con al menos dos vértices contiene al menos
dos vértices de grado 1 (pues de lo contrario, tendriamos dg(v) > 2 para
todos, excepto posiblemente uno, de los v € V, y por lo tanto 2|V|—2 =
2|E| =3 ey da(v) > 2(|V|—1)+1 = 2|V[~1, una contradiccién). Esta
ultima afirmacién resulta falsa en el caso de los drboles infinitos, como
se puede apreciar considerando el ejemplo del camino infinito en una
direccioén, ilustrado en la Figura 1. Como consecuencia de ello, también
es falso, en el &mbito infinito, el enunciado (que si se cumple en el caso
finito) que afirma que toda grafica conexa con mas de un vértice tiene
cuando menos dos vértices que no son de corte (nuevamente, el camino
infinito en una direccién funciona como contraejemplo).
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Ahora pasamos a hablar de arboles generadores en una gréafica. Dada
una grafica G = (V, E), decimos que T es un drbol generador si es una
subgrafica generadora de G (es decir, el conjunto de vértices de T es
V' mismo, y el conjunto de aristas de T' es un subconjunto de E) que
ademads es un arbol. En particular, toda grafica que admite un arbol
generador debe, al contener una subgrifica inducida® conexa, ser ella
misma conexa. Resulta ser que la implicacién reciproca también se
cumple, y toda gréafica conexa admite un arbol generador. En el caso
finito, esto se puede demostrar de manera m&as o menos constructiva
—una opcion es partir de GG, y recursivamente eliminar aristas, una por
una, de tal forma que la grafica resultante siga siendo conexa (en el
momento en que deja de ser posible eliminar una arista mads, significa
que la subgrafica que hemos obtenido hasta ese momento es un arbol);
la otra opcién es partir de la subgrafica generadora de G sin aristas, y
progresivamente ir anadiendo aristas sin anadir ciclos (en el momento
en que ya no es posible afiadir una arista mas, significa que la subgrafica
obtenida hasta ahora, que es un érbol, ya es generadora). En el caso de
graficas infinitas, sin embargo, pese a que el resultado se mantiene ver-
dadero, la demostracién es notoriamente distinta —y significativamente
no-constructiva, como veremos a continuacién-—.

Teorema 4.3. Toda grdfica conexa admite un drbol generador.

Demostracion. Dada la grafica conexa G, considérese el conjunto
P = {H|H es una subgrafica de G y es un arbol},

parcialmente ordenado mediante la relaciéon H < H’ siy sblo si H' es una
subgrafica de H. Notese que P es no vacio, ya que por lo menos contiene,
para cualquier vértice de G, a la subgrafica (sin aristas) inducida por
dicho vértice. Ademas, si suponemos que ¥ C P es una cadena, entonces
la unién H de los elementos de € es también un elemento de P, como
argumentaremos a continuacién. Si u, v son vértices de H, entonces u, v
son vértices de algin H € ¥ (inicialmente, v y v podrian pertenecer a
distintos elementos de %, pero al ser % linealmente ordenado, alguno
de estos dos elementos contiene al otro y por lo tanto contiene a ambos
u,v), y por lo tanto existe un (u,v)-camino en H, camino que también
estd presente en H y por lo tanto H es conexa. Por otra parte, cualquier

5Recuerde que, dado un subconjunto de vértices X de una grafica G, la subgrafica
inducida por X es la subgréfica de G cuyo conjunto de vértices es X y cuyo conjunto
de aristas consta de absolutamente todas las aristas de G con ambos extremos en X.
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ciclo en H también es un ciclo en algtin H € € (de entrada, cada arista
del ciclo podria pertenecer a algin elemento distinto de €, pero estos son
s6lo una cantidad finita y, al ser % linealmente ordenado, necesariamente
alguno de estos elementos contiene a todos los demds y por lo tanto a
todo el ciclo), lo cual contradiria que H es un drbol. Por lo tanto H es
aciclica.

Asi, H € P es una cota inferior para €. Por lo tanto P satisface
las hipétesis del lema de Zorn, de modo que existe un elemento minimal
T € P. Entonces T es una subgrafica de G que es un arbol. Si T no fuera
una subgréfica generadora, entonces podriamos encontrar un vértice v
de G que no pertenece a T'; sin embargo, al ser G conexa, debe de haber
un (u,v)-camino tal que v es vértice de T. Sin pérdida de generalidad
(recortando el camino de ser necesario) podemos suponer que ninguin
otro vértice recorrido por este camino pertenece a T, por lo que, al
anadir este camino a la subgrafica T' para obtener T”, tendriamos que
T € Py T < T, contradiciendo que T es minimal.

O

El Teorema 4.3 constituye un ejemplo bastante paradigmético del
fenémeno consistente en que resultados de combinatoria finita sigan
cumpliéndose en el caso infinito, pero las demostraciones respectivas
(de los casos finito e infinito) sean completamente diferentes. En par-
ticular, la sospecha (debido a la utilizacién del lema de Zorn) de que el
Teorema 4.3 requiere del axioma de eleccién no es infundada, como lo
podemos ver en el Ejemplo 6.15 del apéndice a este articulo.

En el caso finito, el Teorema 4.3 suele utilizarse en tandem con el
Teorema 4.2 para concluir, como corolario, que toda grafica conexa G
satisface |E| + 1 > |V| (pues la igualdad se cumple en cualquier arbol
generador de GG, y G tiene por lo menos tantas aristas como cualquiera
de sus arboles generadores). En el caso infinito esto también es cierto,
pero dista mucho de ser interesante, pues, si G = (V, F) es una grafica
infinita y conexa, entonces (al ser conexa) debe tenerse que todo vértice
de G es de grado al menos uno, con lo cual |V| = |E| = |E| + 1 por el
Corolario 3.5.

Cerramos esta seccién discutiendo brevemente la cuestion relativa al
conteo de la cantidad de arboles generadores que admite una gréfica
dada. El nimero 7(G) de una grafica G se define (de una manera
que funciona a la perfeccién tanto en el caso finito como en el infinito)
como la cardinalidad del conjunto de todos los arboles generadores de
G. Recordemos que, si e es una arista de G, entonces G — e es la grafica
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que resulta de eliminar al elemento e del conjunto de aristas de G' (en
otras palabras, el inico cambio respecto de GG es que los dos extremos de
e ya no son adyacentes en G —e); por otra parte, recuérdese también que
G - e es la gréfica que resulta de contraer la arista e (identificando ambos
extremos de e para que se conviertan en un solo vértice). El siguiente
resultado clésico en el estudio de las graficas finitas puede trasplantarse
sin mayor problema al caso infinito.

Teorema 4.4. Si G es una grdfica, y e es una arista de G, entonces
T(G)=7(G—¢e)+7(G-e).

Demostracion. Basta notar que el conjunto de arboles generadores de
G se puede partir en dos subconjuntos disjuntos, a saber, el conjunto de
aquellos arboles generadores que contienen a la arista e, y el de aquellos
que no la contienen. El segundo conjunto coincide exactamente con
el conjunto de arboles generadores de G — e; por su parte, el primer
conjunto se puede poner en una biyeccién obvia (mapeando al arbol T'
hacia T - e) con el conjunto de arboles generadores de G - e.
O
A diferencia del caso finito, en el caso infinito el Teorema 4.4 no
nos resulta demasiado 1til para calcular los nimeros 7(G), ya que, en
general, si G tiene una cantidad infinita de aristas entonces tanto G — e
como (= - e tienen conjuntos de aristas de exactamente la misma cardi-
nalidad; esto nos impide realizar el procedimiento, que si funciona en
el caso finito, por induccién sobre el nimero de aristas. En general,
cualquier grafica G con una cantidad infinita x de aristas tipicamente
tiene suficiente variabilidad como para poder definir 2% distintos arboles
generadores en ella. A continuacién demostramos esta afirmaciéon en el
caso particular mas facil de manejar, a saber, el de las graficas comple-
tas.

Teorema 4.5. Sea A un cardinal infinito. Entonces, T(K)) = 2*.

Demostracion. Sean V' el conjunto de vértices, y F el conjunto de aristas,
de la gréfica completa K. Desde luego, |V| = A; también es inmediato
ver que |E| = |[V]?| = [\]?> = A\. Nétese que podemos identificar a cada
arbol generador de una grafica con un subconjunto de su conjunto de
aristas (aquellas que pertenecen al arbol, no habiendo ambigiiedad en
el conjunto de vértices, pues este debe ser, por definicién, el conjunto
de vértices de la gréfica original). Esto nos proporciona una funcién
inyectiva que manda, en este caso particular, cada arbol generador de
K en un elemento de p(E), y por lo tanto 7(Ky) < 2171 = 2,
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Figura 2: El drbol generador Ty de K, para un subconjunto A C V' =
\%4 \ {Uo, Ul}.

Procedemos ahora a demostrar la desigualdad en el sentido contrario.
Fijemos dos vértices vg,v; € V, y definamos V' = V '\ {vg,v1}. Nétese
que |V'| = |[V| = A. Para cada subconjunto A C V', definimos la
subgréafica T4 de K) como aquella subgrafica generadora (es decir, su
conjunto de vértices es V' mismo) cuyo conjunto de aristas viene dado
por

{{vo,v1}} U {{vo,v}v € A} U {{vy,v}v € V' \ A}.

La subgrafica T4 de K se muestra pictéricamente en la Figura 2, y no
es dificil demostrar formalmente que T4 es, de hecho, un arbol generador
de K. Maés atin, si A,B C V' y A # B, entonces T4 # Tp (pues un
vértice v € A\ B indica que la arista {vg, v} pertenece a T4 pero no a
Tp, y simétricamente para cualquier vértice en B\ A). Por lo tanto, la
asignacién A — T4 nos proporciona una funcién inyectiva desde p(V”)
hacia el conjunto de arboles generadores de K. La conclusién es que
7(Ky) > 2V = 22| y hemos terminado.

O

5 Coloraciones y niimero cromatico

En esta seccion analizaremos algunos fendmenos que surgen de conside-
rar particiones del conjunto de vértices de una gréfica.

Definicién 5.1. Dada una grafica G = (V, FE), diremos que una k-
coloracion de los vértices de V' es alguno de los siguientes dos objetos:

1. una particion de V, es decir, una familia (indexada) de subconjun-
tos {Cy C Vl]a < k} disjuntos por pares tales que V. =J,_, Ca,
o bien

a<k

2. una funcién ¢: V — k.
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Diremos que la coloracién es apropiada si separa vértices adyacentes:
esto es, una particion {Cy|a < k} es apropiada si no hay dos elementos
de C, que sean adyacentes (en otras palabras, cada C, es un conjunto
independiente); equivalentemente, una funcién ¢ : V.— & es apropiada
si para cualesquiera dos u,v € V' que son adyacentes, debe tenerse que

c(u) # c(v).

Desde luego que hay una traduccién obvia entre las dos posibles
definiciones proporcionadas arriba: la funcién ¢ : V — k da pie a la
particién {C,|a < k} definida por C, = ¢~ ![{a}]; reciprocamente, a la
particién {Cy|a < k} de V se le puede asociar la funcién ¢ : V. — &
definida haciendo que, para todo v € V, ¢(v) sea el inico a tal que
v € Cy. Nbtese que, crucialmente, la traduccién entre el lenguaje de
las particiones y el de las funciones preserva la nocién de que una col-
oracion sea, o deje de ser, apropiada. KEs por ello que, a lo largo del
presente articulo, utilizaremos la palabra “coloraciéon” para designar a
cualquiera de estos dos objetos matematicos, sin hacer distincién entre
ellos (en cierto sentido, estos dos conceptos, si bien no son literalmente
equivalentes uno con el otro, si lo son en algun sentido mas metaférico).

De manera puramente intuitiva, informal y extramatematica, la pa-
labra “coloracion” proviene justamente de que nos estamos imaginando
asignar colores a los vértices de nuestra grafica: al vértice v le asignamos
el color ¢(v) si estamos pensando en términos de funciones; equivalente-
mente, el conjunto C,, representa a todos los vértices que recibieron el
color «, cuando pensamos en términos de particiones.

De particular importancia es el llamado “ntimero cromatico” de una
grafica, ampliamente estudiado (tanto en el caso finito como en el in-
finito), y definido a continuacién.

Definicién 5.2. Sea G una grafica.

1. Dado un numero cardinal k, diremos que G es k-cromdtica si ad-
mite una x-coloracién apropiada.

2. Definimos el numero cromdtico de G, denotado por x(G), como el
minimo k tal que G es k-cromatica.

Siempre que x < k’, cualquier k-coloracién puede pensarse como una
'-coloracién (haciendo C, = @ siempre que £k < a < k', si se piensa
en la coloracién como una particién; alternativamente, considerando el
codominio de la funcién ¢ como el conjunto s’ en lugar de x, si pen-
samos en las coloraciones como funciones); la coloracién es apropiada
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al pensarla como una k’-coloracién si y sélo si ya lo era cuando se le
concebia como una k-coloraciéon. Por lo tanto, toda gréafica k-cromética
es también k’-cromdtica siempre que k < k’, y el nimero x(G) senala
precisamente el lugar donde se ubica esa frontera entre admitir o no
admitir coloraciones apropiadas con cierto niimero de colores.

Una particién en singuletes (alternativamente, una funcién ¢ inyec-
tiva) testifica que toda grafica G = (V, E) admite una |V|-coloracién
apropiada; en particular, el nimero x(G) siempre existe (al menos,
cuando se supone el axioma de eleccién; véase la Proposicion 6.16 para
un ejemplo, sin el axioma de eleccién, de una grafica cuyo numero
cromético no esta bien definido).

El axioma de eleccién también resulta relevante para el concepto
de la compacidad del ntimero cromatico. Para entender a cabalidad
esta afirmacién, recordemos que el teorema de Tychonoff, uno de tantos
enunciados equivalentes al axioma de eleccién, establece que el producto
arbitrario de espacios topolégicos compactos (equipado, desde luego, con
la topologia producto) es él mismo también compacto (una demostracién
—utilizando, por supuesto, el axioma de eleccién— del teorema de Ty-
chonoff puede encontrarse en [9, Theorem 37.3]). Recordemos, por otra
parte, que un espacio topoldgico es compacto si y sélo si toda familia de
subconjuntos cerrados con la PIF (propiedad de la interseccién finita,
que consiste en que cada interseccién de una cantidad finita de elemen-
tos de la familia es no vacia) tiene una interseccién no vacia (ver, por
ejemplo, [9, Theorem 26.9]). El siguiente teorema es uno de los méas im-
portantes, tanto en el estudio de las graficas infinitas, como en el marco
de la teoria de conjuntos sin el axioma de eleccién.

Teorema 5.3 (Erdés—de Bruijn). Sea G = (V, E) una grdfica infinita,
y sea k € N tal que toda subgrdfica finita de G admite una k-coloracion
apropiada. Entonces, G misma admite una k-coloracion apropiada.

Demostracion. Consideremos el espacio topolégico X =[], ¢y {1,...,k}
(equipado con la topologia producto que emana de equipar cada una de
las copias de {1,...,k} con la topologia discreta). Dado que cada uno
de los espacios {1,...,k} es compacto Hausdorff, entonces X también
lo es por el teorema de Tychonoff. Note que cada elemento de X, al
ser formalmente una funciéon f : V. — {1,...,k}, se puede pensar
como una coloracién (no necesariamente apropiada) de los vértices de
la grafica G. Ahora considere, para cada arista e = {v,u} € E,

F. = {c € X|c(v) # c(u)}.
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No es dificil ver que cada conjunto F; es cerrado. Ademds, la familia
{F.le € E} tiene la PIF, pues si E/ C E es un subconjunto finito, y
Y = U.cp e ={v € V|v es extremo de algiin e € E'}, entonces

m F, = {c € X|La restriccién de ¢ a Y es apropiada} .
eck’

Este ultimo conjunto es no vacio pues, por hipdtesis, cada subgrafica
finita (en este caso, en particular la subgrafica inducida por Y') admite
una coloracién apropiada (y extendiendo esta coloracién arbitrariamen-
te, sin importar si la coloracién es apropiada o no fuera de Y, obtenemos
un elemento ¢ € (\,cp Fe). De esta forma, por la compacidad de X,
existe un elemento ¢ € [\ cp Fe; es decir, un ¢ : V. — {1,...,k} tal
que para cada arista e = {u,v} € E, satisface c(u) # c¢(v). En otras
palabras, ¢ es una k-coloracion apropiada para G, y hemos terminado.
O
Como consecuencia del Teorema 5.3, si x(H) < k para toda subgra-
fica finita H de G, entonces necesariamente debe tenerse que x(G) < k.
En el pasado, se realizaron esfuerzos intensos por determinar exacta-
mente cudnto del axioma de eleccién se utiliza en la demostracion ante-
rior. En dicha demostracion, utilizamos el caso particular del teorema
de Tychonoff en el cual se consideran productos topoldgicos de espacios
Hausdorff. Ahora bien, como lo hemos dicho arriba, la versién com-
pletamente general del teorema de Tychonoff es equivalente al axioma
de eleccién; mientras tanto, la restricciéon de este teorema que versa
unicamente sobre espacios Hausdorff es estrictamente mas débil; y es,
de hecho, equivalente a una versiéon débil del axioma de eleccién que
ha sido abundantemente estudiada, que lleva por nombre teorema del
Ideal Primo Booleano. Es de hecho posible demostrar que el teorema
de Erdés—de Bruijn es equivalente al teorema del Ideal Primo Booleano.
En un par de ocasiones méas adelante tendremos oportunidad de utilizar
nuevamente este teorema, en su encarnaciéon como teorema de Tychonoff
para espacios topolégicos Hausdorff.

6 Emparejamientos en graficas

En esta seccién exploramos los emparejamientos, asi como varias rela-
ciones entre estos y el material tratado en las secciones anteriores.

Definicién 6.1. Sea G = (F,V) una grafica.
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1. Un emparejamiento de G es un conjunto M C FE tal que todo
vértice v € V incide en a lo més una arista contenida en M (equi-
valentemente, si pensamos en los elementos de M como conjuntos
—al ser aristas, son éstas conjuntos de dos vértices—, entonces que
M sea un emparejamiento es equivalente a decir que M sea una
familia de conjuntos disjuntos dos a dos).

2. Un emparejamiento M es mazimal si no existe otro emparejamiento
M’ tal que M C M.

3. Un emparejamiento M es mdximo si no existe otro emparejamiento
M’ tal que |M| < |M'|.

4. Un emparejamiento es perfecto si todo vértice v € V incide en
algin elemento de M (pensando en los elementos de M como
conjuntos, equivalentemente podemos decir que M es un empare-
jamiento perfecto si y sélo si V' = J.cpre, es decir, M es una
particiéon de V' en subconjuntos de dos elementos).

Dado un emparejamiento M, a los vértices en los cuales incide algtiin
elemento de M se les llama M -emparejados, o simplemente emparejados
si el emparejamiento M esta claro por el contexto. Nétese que toda
grafica cuenta con al menos un emparejamiento (el conjunto vacio, en
el peor de los casos); de ahi también que toda grafica cuente con un
emparejamiento maximal: en el caso finito, basta ir anadiendo aristas
una por una a un emparejamiento dado, hasta que ya no se pueda mas,
para obtener un emparejamiento maximal; en el caso infinito basta ll-
evar a cabo una aplicacién estandar del lema de Zorn. También es
cierto que toda grafica cuenta con un emparejamiento méximo; en el
caso finito, esto puede verse con facilidad tomando, de entre todos los
emparejamientos posibles —tan sélo hay una cantidad finita de ellos—,
alguno con la maxima cardinalidad posible de elementos. En el caso
infinito no es tan inmediato demostrar la existencia de emparejamien-
tos maximos; sin embargo, es el caso que estos existen, aunque en este
articulo omitimos la demostracién”.

Por otra parte, no es el caso que toda grafica admita un empare-
jamiento perfecto, ni siquiera en el caso finito: cualquier grafica con una
cantidad impar de vértices constituye un contraejemplo. Dado que un
emparejamiento M empareja a 2| M| vértices, y el méximo posible de

"La demostracién corresponde a un trabajo, atin sin publicar, del primer autor en
colaboracién con Enrique Reyes.
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vértices a emparejar es |V, no es dificil ver que todo emparejamiento
perfecto debe ser méximo; tampoco es dificil ver que todo empare-
jamiento perfecto es maximal. En el caso finito, un emparejamiento
maximo necesariamente debe de ser maximal; no asi en el caso infinito
(piénsese en un emparejamiento méximo infinito M y témese e € M;
entonces M \ {e} tiene la misma cardinalidad de M y, por lo tanto, sigue
siendo méximo, pero no es maximal).

A continuacién trabajamos para indagar hasta qué punto se puede
generalizar un teorema conocido como de Berge. Para ello introducimos
la siguiente definicién.

Definicién 6.2. Sea G = (V, E) una grafica, y sea M C E un empare-
jamiento de G.

1. Un camino bi-infinito es una sucesién de vértices, indexada por Z,
(up|n € Z), tal que u, es adyacente a u,1 para todo n € Z.

2. Un camino infinito en una direccion es una sucesion de vértices,
indexada por NU {0}, (ug, u1,...,uUn,...), tal que u, es adyacente
a up41 para todo n € NU {0}.

3. Un camino es o bien un camino finito (tal y como se define al inicio
de la seccién 4), o bien un camino infinito en una direccién, o bien
un camino bi-infinito.

4. Decimos que un camino (up|n € I) (en donde I = {0,...,n} para
algin n si el camino es finito, I = NU {0} si el camino es infinito
en una direccién, o bien I = Z si el camino es bi-infinito) es M-
alternante si sus aristas se encuentran alternadamente en M y en
E\ M, es decir, para cada ¢ € I se tiene que {u;,u;y1} € M siy
sblo si {uiJrl, ui+2} ek \ M.

5. Decimos que un camino es M -aumentante si, ademas de ser M-
alternante, sus vértices inicial y final (en caso de que existan, es
decir, en caso de que el camino sea finito, o bien Unicamente su
vértice inicial, en caso de que el camino sea infinito en una di-
reccién) no estan M-emparejados.

El teorema de Berge, clasico en el caso de las gréaficas finitas, afirma
que un emparejamiento M en una grafica G es méximo si y sélo si G no
admite ningin camino M-aumentante. En el caso infinito, esto ya no se
cumple, como se puede apreciar con el ejemplo de la Figura 1, en el cual
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el emparejamiento M = {{vay,, van+1}|n € N}, que es maximo (al ser de
cardinalidad Wy, que es también la cardinalidad del conjunto de aristas y
por lo tanto es la méxima cardinalidad alcanzable por cualquier empare-
jamiento de nuestra grafica) y, sin embargo, el camino (vy,va, ..., Vp,...)
satisface que su vértice inicial v; no estd M-emparejado, y por lo tanto
dicho camino es M-aumentante. Una de las implicaciones del teorema,
sin embargo, si se cumple, como lo mostramos a continuacién.

Teorema 6.3. Si G es una grdfica, y M es un emparejamiento en G
tal que G no admite caminos M -aumentantes, entonces M es un em-
parejamiento marimo.

Demostracion. Supongamos que M no es maximo, y tomemos un em-
parejamiento M’ que si sea méximo. De esta forma, debe tenerse que
|M| < |M'|. Ahora, consideremos la gréafica H inducida por la diferencia
simétrica M /A M’; note que todo vértice de H, al ser incidente a lo més
con una arista de M y a lo mds con una de M’, debe de tener grado igual
a 1 o 2. Esto implica que cada componente conexa de H es un camino
(finito o infinito, y en caso de ser finito, es posible que sea un ciclo); més
aun, cada uno de estos caminos es alternante entre M y M’, pues todos
los vértices de H son o bien M-emparejados o bien M’-emparejados,
pero no ambas. En particular, ninguno de estos caminos puede ser un
ciclo impar.

Asi, cada componente conexa de H es o bien un ciclo par, o bien un
camino infinito (ya sea infinito en una direccién, o bi-infinito), o bien un
camino finito que no es un ciclo. En los dos primeros casos mencionados,
la componente conexa en cuestion tiene tantas aristas pertenecientes a
M como aristas pertenecientes a M’. Como |M| < |M’|, debe de haber
por lo menos una (de hecho, una infinidad de) componente conexa que
tiene mds aristas de M’ que de M. La tinica opcién para tal com-
ponente es que sea un camino finito, que no es un ciclo, de longitud
impar, y cuyos vértices inicial y final estén M’-emparejados pero no M-
emparejados. En otras palabras, esta componente conexa es un camino
M-aumentante.

O

De particular importancia en el estudio de la teoria de graficas son las
llamadas grdficas bipartitas, que son aquellas cuyo nimero cromético es
igual a 2. Pictéricamente, este tipo de graficas se suelen dibujar fijando
una 2-coloracion apropiada y colocando todos los vértices de un color
en la parte de abajo, y todos los vértices del otro color en la parte de
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arriba, de tal forma que todas las aristas conecten vértices en la parte
superior del dibujo con vértices en la parte inferior del mismo. En estos
casos, normalmente a la coloracién de la grafica en dos colores, cuando
se le piensa como una particiéon del conjunto de vértices, se dice que es
una biparticion de la grdfica. A continuacién discutimos un poco acerca
de gréaficas bipartitas infinitas y los criterios que nos puedan garantizar
la existencia de ciertos emparejamientos, en especial perfectos, en dichas
graficas. El primer resultado a lo largo de estas lineas es una versién
concreta de un resultado abstracto acerca de cardinalidades.

Teorema 6.4 (Cantor-Bernstein). Sea G una grdfica bipartita con bi-
particion (X,Y). Si existen dos emparejamientos, uno de los cuales
empareja a todos los vértices de X y el otro que empareje a todos los
vértices de Y, entonces G admite un emparejamiento perfecto.

Demostracion. Sea M un emparejamiento que empareja a todos los
vértices de X, y sea M’ un emparejamiento que empareja a todos los
vértices de Y. Consideremos la subgrafica H = (X UY,M U M’') de G
(que es justamente la subgréfica que resulta de ignorar todas las aristas
de G, excepto aquellas que pertenecen a M y a M'). Al ser M y M’ em-
parejamientos, todo vértice en H tiene grado 1 o 2; como consecuencia
de ello, cada componente conexa de H es un camino: un camino finito o
un ciclo finito o un camino bi-infinito, o bien un camino infinito en una
direccién. Construiremos el emparejamiento M” como sigue: para cada
componente conexa de H que sea infinita (ya sea que sea un camino
infinito en una direccién, o un camino bi-infinito), tomamos alternada-
mente a las aristas de dicho camino (en el caso de un camino infinito en
una direccién, lo hacemos comenzando por la primer arista del camino)
y colocdndolas en M”. Ahora, para cada componente conexa finita, es
posible argumentar que debe de tratarse de un ciclo de longitud par, por
lo que también es posible tomar alternadamente la mitad de las aristas
del ciclo y colocarlas en el conjunto M”. Se verifica entonces que M” es
un emparejamiento (en H, y por lo tanto también en G) que empareja
a todos los vértices de G.
d
Un célebre criterio, en el caso finito, para la existencia de empare-
jamientos, es conocido por diversos autores como el teorema del matri-
monio de Hall [6] y establece que, en una grafica bipartita finita con
biparticién (X,Y), existe un emparejamiento que empareja a todos los
vértices de X siy sélo si para todo S C X, se cumple que |[N(S)| > |S],
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en donde N(S) denota al conjunto de todos los vértices que son adya-
centes a algun elemento de S (es decir, N(S) es el conjunto de vecinos
de S). La razén del nombre “teorema del matrimonio” hace alusién
a que, en cierta sociedad heteronormativa en la cual hipotéticamente
quisiéramos generar matrimonios entre los hombres y las mujeres, re-
presentados respectivamente por X y Y, en donde una arista entre un
elemento de X y uno de Y indica que ese hombre y esa mujer consi-
derarian aceptable casarse, el teorema nos proporciona un criterio para
determinar si es posible casar ya sea a todos los hombres, o a todas las
mujeres de esa sociedad. Si bien el nombre del teorema es, hoy por hoy,
a todas luces obsoleto, no lo es asi el estudio matematico del mismo
teorema. El analogo infinito de este teorema, como vemos a continua-
cién, ya no es una equivalencia, aunque lo sigue siendo para una clase
restringida de graficas infinitas; lo que motiva las siguientes definicién y
teorema.

Definicion 6.5. Una grafica G es localmente finita si el grado de cada
uno de sus vértices es finito.

Es inmediato notar que, en particular, toda grafica finita es local-
mente finita.

Teorema 6.6. Sea G una grdfica bipartita con biparticion (X,Y). En-
tonces:

1. Si G admite un emparejamiento que empareja a cada elemento de
X, entonces todo S C X satisface |[N(S)| > |9].

2. Si ademds G es localmente finita, y todo S C X satisface que
IN(S)| > | S|, entonces G admite un emparejamiento que empareja
a todos los elementos de X.

Demostracion.

1. Sea M un emparejamiento que empareja a todos los elementos de
X,ysea S C X. Entonces, cada v € S es incidente en alguna arista
ey € M; definamos f(v) como el extremo de e, que es distinto de
v, para todo v € S, y notemos que f(v) siempre es un elemento del
conjunto N (S). Entonces, la funcién f : S — N(S) es inyectiva,
lo cual muestra que |S| < |[N(S5)].
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2. Supongamos ahora que G = (V| E) es localmente finita y que sat-
isface la hipdtesis de que |S| < |N(S)| para todo S C X. Uti-
lizaremos una vez mas el teorema de Tychonoff; para ello, consi-
deremos el espacio topoldgico [],.5{0,1}, el cual es compacto al
serlo cada uno de sus factores (cada factor {0,1} viene equipado
con la topologia discreta). Crucialmente, nétese que cada punto x
de nuestro espacio topoldgico es la funcién caracteristica de algin
subconjunto M, = {e € E|x(e) = 1} de E. Para cada S C X, sea

Fs = {w € H{O, 1} ‘ M, es un emparejamiento
eck

que empareja a cada elemento de S }

A continuacién verificaremos que cada uno de los subconjuntos Fg
es cerrado. Pues si tenemos algin S C X y algin x ¢ Fg, entonces
o bien M, no es un emparejamiento (es decir, existen dos aristas
e1,ez € M, que tienen alguno de sus extremos en comin), o bien
si lo es, pero hay algin v € S que no es emparejado por M, (es
decir, si eq,...,e, son las aristas incidentes en v, entonces cada
una de estas e; ¢ M,; note que la cantidad de aristas incidentes en
v es finita por ser G localmente finita). En el primer caso hacemos
U={z € [[.cpl0,1}|z(e1) = 1 = z(e2)}; en el segundo caso de-
finimos U = {x € [[.cx{0,1}|x(e;) = 0 para cada i € {1,...,n}};
en ambos casos U es un subconjunto abierto de [ c5{0,1}, com-
pletamente disjunto con Fyg, tal que = € U, lo cual demuestra que
el complemento del conjunto Fg es abierto. Ademds, siempre que
S C X sea un conjunto finito, tenemos que Fg es no vacio, ya
que por el teorema de Hall finito siempre podemos elegir un em-
parejamiento en la subgrafica (finita) de G inducida por S U N(S)
que empareje a todo elemento de S; la funcién caracteristica de
tal emparejamiento es un elemento de Fg. Finalmente, note que,
para S1,...,S5; € X, se cumple que Fs, N---NFs, = Fg,0..us,
y por lo tanto, en caso de que cada uno de los S; sea finito, esta
interseccion serd no vacia. Asi, la familia de conjuntos cerrados
{Fs|S C X es finito} tiene la PIF, lo que implica que su inter-
seccién es no vacia. No es dificil verificar que, si

x € ﬂ Fg,

SCX finito
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n

Zo x1 €2 T

Figura 3: Una grafica bipartita que satisface el criterio del teorema de
Hall pero no admite emparejamientos que emparejen a todos los vértices
xTn. Al vértice xg, que es susceptible de emparejarse con cualquiera de
los yy,, se le conoce como el playboy.

entonces en particular x € Fy,) para cada v € X, por lo que M;
es un emparejamiento de G que empareja a todo elemento de X.

O

En el caso de las gréaficas que no son localmente finitas, el reciproco

de la implicacién contenida en la primera parte del Teorema 6.6 no se

cumple, como puede verse considerando a la grafica G = (X UY, E), en
donde X = {zo} U{z,|n € N} y Y = {y,|n € N} son disjuntos, y

E = {{zo,yn}ln € N} U {{zn, yn}[n € N}.

Esta grafica estd ilustrada en la Figura 3. No es dificil ver que, para cada
S C X, |N(S)| > |S] (pues [N(S)| es o bien |S|, si zy ¢ S, o bien Xy,
en caso contrario); por otra parte, G no admite ningiin emparejamiento
que empareje a todo elemento de X, pues tan pronto como xy estd
emparejado, digamos que por medio de la arista {zg, y,}, de inmediato
se vuelve imposible emparejar al vértice x,,.

Si A es un numero cardinal, una grafica se dice que es A-regular si
todos sus vértices tienen grado A; una gréafica es regular si es A-regular
para algiin A. En el contexto de las graficas finitas, una consecuencia
inmediata del teorema del matrimonio de Hall® es que toda grafica bipar-
tita regular con biparticién (X,Y’) debe satisfacer | X| = |Y|. En el caso
infinito, probar que toda gréfica bipartita regular con biparticién (X,Y")

8De hecho, algunos autores, por Ejemplo [4], le llaman teorema del matrimonio de
Hall no al enunciado del Teorema 6.6, sino al enunciado que presentamos a contin-
uacion.
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satisface | X| = |Y| es extremadamente sencillo, sin necesidad de utilizar
ningtin otro resultado como lema previo (y serd un ejercicio interesante
para el lector desarrollar tal demostracién); sin embargo, como hemos
resaltado anteriormente, la simple comparacién de cardinalidades por lo
general no nos proporciona enunciados lo suficientemente informativos al
momento de estudiar graficas infinitas. El resultado que presentamos a
continuacién si es lo suficientemente informativo, pues nos proporcionara
la biyeccién entre las dos clases de la biparticién no sélo en abstracto,
sino en términos de las aristas de la gréafica en cuestion.

Teorema 6.7. Sea G una grdfica bipartita reqular. Entonces, G admite
un emparejamiento perfecto.

Demostracion. Si G es localmente finita, el resultado se sigue de aplicar
el teorema del matrimonio de Hall (Teorema 6.6) junto con el teorema
de Cantor—Bernstein (Teorema 6.4). De modo que podemos suponer
sin pérdida de generalidad que G es k-regular, para algin cardinal in-
finito x. En este caso, note que cada componente conexa de G debe de
tener cardinalidad x: dado un vértice vy en dicha componente conexa,
la componente es simplemente (J, ey {v € Vd(vo,v) = n}, y cada
uno de los conjuntos {v € Vl|d(vp,v) = n} tiene a lo mas x elementos,
como es facil demostrar de manera inductiva y utilizando el hecho de
que G es k-regular. Asi, el emparejamiento perfecto se puede construir
independientemente en cada componente conexa, lo que se traduce, en
términos practicos, a que podemos suponer sin perder generalidad que
|V| = k. Bien-ordenamos V = {v,|a < k}, y recursivamente construi-
mos el emparejamiento M = {e,|a < k}, eligiendo simplemente, en el
a-ésimo paso, y en caso de que v, no sea incidente a ninguna arista en
el conjunto {e¢]¢ < a}, cualquier arista e, incidente en v, cuyo otro
extremo no sea extremo de ninguna e¢ con § < « (lo cual se puede hacer
pues {e¢|{ < a} es un conjunto de cardinalidad estrictamente menor que
Ky Vo es un vértice de grado ). Al final del proceso, el emparejamiento
M = {e,|a < K} es perfecto.
d
Acercdndonos lentamente a la culminacién de esta seccién, men-
cionaremos, sin demostrar (debido a su grado de complejidad), algunos
resultados de interés mayusculo desde el punto de vista histérico. Para
ello, habremos de enunciar la siguiente definicién.

Definicién 6.8. Sea G = (V, E) una grafica.
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1. Una cubierta por vértices de G es un conjunto C' C V tal que toda
arista de G incide en algin elemento de C.

2. La cubierta por vértices C' de G se dice minimal si no existe otra
cubierta por vértices C’ tal que C' C C.

3. La cubierta por vértices C' de G se dice minima si no existe otra
cubierta por vértices C’ tal que |C'| < |C|.

No es dificil ver (tanto en el caso finito, como en el infinito) que,
si M es cualquier emparejamiento y C' es cualquier cubierta, entonces
|M| < |C|, pues cualquier funcién que mande a cada e € M a algin
v € C que sea extremo de e (siempre hay por lo menos un extremo
con esta caracteristica, al ser C' una cubierta) debe de ser una funcién
inyectiva al ser M un emparejamiento. En particular, esta desigualdad
sigue cumpliéndose cuando M es un emparejamiento méximo y C' es
una cubierta minima. El siguiente teorema es uno bastante cldsico en la
teoria de graficas finitas.

Teorema 6.9 (Konig). Si G es una grifica bipartita (finita), entonces
la cardinalidad de cualquier emparejamiento mdaximo de G es igual a la
cardinalidad de cualquier cubierta minima de G.

No es dificil demostrar que, en el caso de una grafica bipartita in-
finita, el enunciado anterior acerca de cardinalidades sigue siendo cierto;
nuevamente, este resultado no resulta demasiado informativo pues la
cardinalidad no nos proporciona una distincién tan fina entre los diver-
sos conjuntos infinitos. Una versién mas explicita del resultado anterior
nos sugeriria buscar, mas que una simple igualdad de cardinalidades
entre un emparejamiento maximo M y una cubierta minima C, una
correspondencia dada en términos de la grafica —por ejemplo, la posibi-
lidad de que a cada e € M le corresponda un unico ¢ € C' tal que ¢ sea
extremo de e—. Este resultado mas fuerte, cuya demostracién constituye
todo un tour de force técnico, de complejidad bastante considerable, fue
demostrado por R. Aharoni.

Teorema 6.10 (Aharoni [1]). Sea G una grdfica bipartita (finita o in-
finita). Entonces, existe un emparejamiento M, asi como una cubierta
por vértices C, tales que C consta de elegir exactamente un extremo de
cada elemento de M.

Lentamente nos encaminaremos a enunciar un resultado ain mas
fuerte. Comencemos por recordar que, para una grafica conexa no com-
pleta G, se define k(G), la conectividad de la grifica, como el minimo
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nimero de vértices que debe uno eliminar de G para que el resultado
sea disconexo; andlogamente pero con aristas se define la conectividad
por aristas k'(G). (Es posible definir también estos pardmetros en una
grafica no conexa, pero entonces no es tan inmediata la generalizacién
al caso infinito, por lo que en este caso Unicamente estudiaremos los
numeros de conexidad en gréficas conexas.) A un conjunto S de vértices
tal que G—S es disconexo, o bien a un conjunto L de aristas tal que G—L
es disconexo, se les conoce como conjuntos de corte (si es necesario, se
especifica si el conjunto de corte es por vértices o por aristas, segun sea
el caso). El siguiente resultado es bien conocido en el caso finito; a con-
tinuacion proporcionamos una demostracion para el enunciado analogo
correspondiente a las graficas infinitas.

Teorema 6.11. Si G = (V. E) es una grdfica infinita, conexa, y no
completa, entonces k(G) < Kk'(G) < 6(G).

Demostracién. La desigualdad £'(G) < §(G) se establece eligiendo un
vértice v € V de grado §(G), de modo y manera que, si S es el conjunto
de aristas incidentes en v, necesariamente G — S ha de ser disconexa
(como minimo, el singulete {v} es una componente conexa de G — S,
por lo que esta ultima tiene por lo menos otra componente que contiene
a los demds vértices); asi, S es un corte por aristas de cardinalidad §(G).

Para establecer la desigualdad x(G) < «/(G), comencemos por no-
tar que esta desigualdad se cumple automaticamente en caso de que
k'(G) = |V] (ya que necesariamente, por definicién, se cumple siempre
que k(G) < |V]). Asi que podemos suponer sin pérdida de generalidad
que x'(G) < |V|. Tomemos un corte por aristas L con |L| = £/'(G),
y sea Z el conjunto de vértices incidentes con algin elemento de L
(técnicamente, Z = |J,c e). Note que [Z] < 2|L| y, en particular, e-
xisten vértices de G que no pertenecen a Z. Ahora, cada componente
conexa de G — L debe intersectar a Z, de modo que Z admite una par-
ticién dada por sus intersecciones con las distintas componentes conexas
de G — L. Uniendo miembros de esa particién de ser necesario, podemos
obtener dos conjuntos disjuntos no vacios X,Y tales que Z = X UY y
de modo que ninguna componente conexa de G — L intersecta a ambos
X y Y (en particular, todo camino de algin elemento de X a algin
elemento de Y debe involucrar alguna arista de L; més ain, todo tal
camino involucra por lo menos a una arista que tiene un extremo en X
y el otro en Y).

Sea v € V un vértice tal que v ¢ Z, y supongamos sin pérdida de
generalidad que la componente conexa de v en G — L intersecta a X
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(y por lo tanto no intersecta a Y'). No es dificil verificar entonces que
X constituye un conjunto de corte por vértices para G: por ejemplo,
ningun elemento de Y esta conectado con v en G — X (de lo contrario,
cualquier camino de algin y € Y a v puede utilizarse para construir
un camino de y a algin x € X, pero todo camino de tal naturaleza
involucra alguna arista que tiene un extremo en X y el otroen Y, y tales
aristas ya no pertenecen a G — X). Por lo tanto, sélo resta demostrar
que |X| < |L| = /(G) para llegar a la conclusién deseada. Ahora, si
|L] = k'(G) es infinito, entonces tenemos que |L| = |Z| = |X| + |Y| =
max{|X|, Y|} y en particular |X| < |L|, por lo que hemos terminado.
De modo que el resto de la demostracién se enfocaré en el caso cuando
|L| = K'(G) es finito. En este caso, comencemos por notar que toda
arista de L tiene un extremo en X y el otro extremo en Y. De lo
contrario, si hubiera por ejemplo y,y’ € Y tales que {y,y'} € L, entonces
L\ {{y,y'}} ya es un conjunto de corte por aristas en G (pues cualquier
camino conectando a y con algin x € X involucra al menos una arista
con un extremo en X y el otro en Y, por lo que este camino existe en
G — (L\{y,y'}) siy solo si existe en G — L). Como L es finito, tenemos
que ' (G) < |L\A{y,v'}| = |L| = 1 = £(G) — 1, una contradiccién.
El argumento para ver que L no contiene aristas con ambos extremos
en X es enteramente similar. Por otra parte, note también que toda
arista con un extremo en X y el otro en Y debe pertenecer a L (de lo
contrario habria caminos de algtin elemento de X a algin elemento de
Y en G — L). De modo que cada elemento z € X es el extremo de por
lo menos una arista de L; eligiendo de esta manera una arista de L por
cada z € X obtenemos una funcién inyectiva de X en L, lo que implica
que [ X| < |LI

O

Se dice que dos caminos son internamente disjuntos si inicamente
tienen en comun sus vértices iniciales y finales. En general, decimos
que una familia de caminos .% es internamente disjunta si cualesquiera
dos de sus elementos son internamente disjuntos. Varios de los resulta-
dos, en el caso finito, més béasicos acerca de conectividad que involucran
caminos internamente disjuntos siguen siendo ciertos, y con exactamente
la misma demostracion que en el caso infinito. Por ejemplo, toda grafica
(finita o infinita) es 2-conexa (es decir, satisface x(G) > 2) si y sélo si
para cualesquiera dos vértices, existen dos caminos internamente disjun-
tos que conectan a esos vértices.

A continuacion, enunciamos el teorema de Menger. Recuérdese que,
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dados dos conjuntos de vértices X,Y en una grafica, un conjunto S
de vértices es (X,Y)-separador si todo camino de X a Y intersecta a
S —equivalentemente, si en G — S tenemos que ninguna componente
conexa intersecta simultaneamente a X y a Y. El teorema de Menger
afirma que, para cualesquiera dos conjuntos disjuntos de vértices X,Y,
el tamano minimo de un conjunto (X, Y')-separador es igual al tamano
maximo de una familia internamente disjunta de caminos de X a Y.
Este teorema se encuentra, por motivos historicos, estrechamente ligado
al teorema de Konig: en el momento en que Menger publicé su teorema,
su demostracion tenia el problema de asumir, sin demostracion, el caso
bipartito —este hueco en la demostracién fue justamente llenado por
Konig al momento de publicar el teorema que lleva su nombre—.

No es dificil establecer como cierto el enunciado del teorema de
Menger traducido palabra por palabra al caso infinito, pero, como ya
viene siendo un tema recurrente, simplemente hablar de cardinalidades
no es lo suficientemente informativo en este caso. Erdds conjeturd que
una version mas fuerte, y mas “explicita”, del teorema, se podria de-
mostrar. Finalmente, R. Aharoni y E. Berger lograron eventualmente
establecer la conjetura de Erdés, resultado tanto de complejidad como de
importancia enormemente significativa, que a continuacién enunciamos
sin demostracion.

Teorema 6.12 (Aharoni-Berger [3]). Sea G = (V, E) una grdfica in-
finita, y sean X, Y C V. Entonces, existe una familia internamente
disjunta F de caminos que van de X a 'Y, y existe un conjunto S que
es (X,Y)-separador, tal que S consta de elegir exactamente un vértice
interno de cada uno de los elementos de F .

Para concluir la secciéon, mencionaremos un criterio para la existencia
de emparejamientos perfectos en una gréafica. En el caso de una grafica
finita G, se define o(G) como la cantidad de componentes conexas im-
pares (es decir, con una cantidad impar de vértices); un resultado clasico
y bésico en este contexto es que una grafica finita G admite un empare-
jamiento perfecto si y sélo si o(G — §) < |S| para todo S C V.

En el caso de una gréfica infinita, la primera reaccion es extender las
definiciones declarando que una componente infinita de G cuente como
una componente par (finalmente, todo conjunto de cardinalidad infinita
se puede partir en dos subconjuntos de cardinalidades iguales). Sin
embargo, con esta definicién inicamente se tiene una de las implicaciones
con las que se cuenta en el caso finito: si G = (V, E) es una grafica
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que admite un emparejamiento perfecto, entonces para cada S C V
se cumple que o(G — S) < |S|. Pues para cada elemento de o(G —
S) se tiene por lo menos un vértice que no estd emparejado con otro
vértice en la misma componente de G — S, por lo cual la tnica opcién
es que esté emparejado con un elemento de S, y esto define una funcién
inyectiva de o(G — S) en S. Se queda como ejercicio para el lector
verificar que la grafica de la Figura 3, misma que ya vimos que no admite
un emparejamiento perfecto, es un contraejemplo para la implicacién
reciproca.

Una vez maés, nos topamos con un ejemplo que muestra que, en
ocasiones, la clave para generalizar un resultado al caso infinito reside
en la eleccién adecuada de las definiciones. Se dice que una grafica es
factor-critica si, para todo vértice v de G, la grafica G — v admite un
emparejamiento perfecto. Note que una gréfica factor-critica finita debe
de tener una cantidad impar de vértices; en el caso infinito, esta es la
definicién analoga “correcta” de componente impar. Entonces, se cuenta
con el siguiente resultado.

Teorema 6.13 (Aharoni [2]). Si G es cualquier grifica, entonces G
admite un emparejamiento perfecto si y sélo si para todo S C V(QG), es
posible emparejar de manera inyectiva a cada componente factor-critica
de G — S con los elementos de S.

Apéndice

En este apéndice presentamos un par de ejemplos, construidos (consis-
tentemente) dentro de la teoria ZF (es decir, dentro de los axiomas de
Zermelo—Fraenkel, sin el axioma de eleccién), ejemplificando la manera
en que varios de los teoremas demostrados anteriormente utilizan de
manera esencial dicho axioma. Dado que no pretendemos introducir al
lector a las vicisitudes técnicas de las pruebas de consistencia e indepen-
dencia en ZF (toda una teoria de complejidad avanzada, que facilmente
puede requerir de varios cursos, a lo largo de varios semestres, para
poder devenir familiarizado con ella), nos apoyaremos de manera sus-
tancial en la confianza que nos tenga el lector al momento de afirmar que
ciertos objetos (en concreto, un conjunto de Russell) existen de manera
consistente con ZF —es decir, que no se puede demostrar la no existencia
de dicho objeto uinicamente con los axiomas de Zermelo—Fraenkel-. Sea
como fuere, nuestras afirmaciones de consistencia vienen acompanadas
de la correspondiente referencia en la cual el lector interesado, y versado
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en las técnicas relevantes (tanto la técnica de los modelos de permuta-
ciones de Fraenkel-Mostowski, como en las técnicas del forzamiento y
los modelos simétricos), pueda verificar la veracidad de nuestras afirma-
ciones.

Para construir nuestros ejemplos resulta crucial el concepto de un
conjunto de Russell. Un conjunto de Russell es un conjunto X que
admite una particion, X = (J, oy Pn, tal que cada P, es un conjunto
de cardinalidad exactamente dos (un par); y de tal suerte que ningin
subconjunto infinito de la familia {P,|n € N} admite una funcién de
eleccién. Durante el resto de esta seccién, mantendremos la notacién
de X para un conjunto de Russell, y P, para los pares que componen
a dicho conjunto. Los conjuntos de Russell constituyen la contraparte
formal del ejemplo de “una infinidad de parejas de calcetines” de B.
Russell, y es posible demostrar que, consistentemente con los axiomas
de ZF, tales conjuntos existen: por ejemplo, el conjunto de atomos en
el segundo modelo de Fraenkel es un conjunto de Russell, véase [8, Sec.
4.4).

Ejemplo 6.14. Una grdfica G, tal que }_,cy () da(v) # 2|E(G)|. Comen-
zamos por tomar un conjunto de Russell X, y nuestra grafica serd
G = (X,F) en donde E = {P,|n € N}. Note que el conjunto de
aristas de G es numerable (estd indexado por el conjunto N), por lo
cual 2|E| = 2R = Ny. Note también que cada vértice de G tiene grado
1, por lo que tenemos que ) i d(v) = |X| (méds formalmente, sigu-
iendo la notacién de la demostracién del Teorema 3.2, para cada x € X
podemos definir X, = {(z,v)}, en donde {z,y} = P, para algun n;
no es dificil verificar que la funcién z — (z,y), en donde y y n son
los tnicos tales que {z,y} = P,, constituye una biyeccién entre X y
Usex Xz). Sin embargo, X no puede ser equipotente a Xg —ya que, de
hecho, la existencia de una biyeccién entre X y N, digamos que repre-
sentada por X = {z,|n € N}, implicaria que la funcién n — xp, en
donde k¥ = min{m € N|z,, € P,}, constituya una funcién de eleccién
para la familia {P,|n € N}, una contradiccién.

Es incluso posible verificar que | X| no s6lo no es igual a Ny, sino que
estas dos cardinalidades ni siquiera son comparables?; de esta forma,
en nuestro ejemplo hemos obtenido que los cardinales ZUGV(G) dg(v) y
2|E(G)| no son comparables.

9Cabe destacar que el enunciado “las cardinalidades estdn totalmente ordenadas”
es equivalente al axioma de eleccién.
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Figura 4: Una grafica conexa sin arboles generadores (en el mundo sin
el axioma de eleccién).

Ejemplo 6.15. Una grifica conexa que no admite un drbol generador.
Nuevamente, tomamos a nuestro conjunto de Russell X, tomemos un
objeto z ¢ X, y definamos la grafica G = (V, E) mediante

V =XU{z}UN,

E={{zz}zre X}U{{n,2}jlneNyz e P,}.

La grafica G se ilustra en la Figura 4. Es facil ver que G es conexa; tam-
poco es complicado verificar que, para cada n € N, existen exactamente
dos (n, z)-caminos en G (ambos de longitud dos, en donde los vértices
intermedios son respectivamente cada uno de los dos elementos de P,).
Por lo tanto, si G admitiera un arbol generador T, la elecciéon de un
unico (n, z)-camino que pertenece a T' nos proporcionaria una manera
de elegir a un tnico elemento de P, (a saber, el tnico que pertenece
al tnico (n,z)-camino en T'). En otras palabras, a partir de un arbol
generador de GG podriamos construir una funcién de eleccién para la fa-
milia { P,|n € N}, lo cual es imposible; por lo tanto, G carece de érboles
generadores.

En este momento pasamos a considerar el nimero croméatico de una
grafica. En este contexto, el Ejemplo 6.14 ilustra un fenémeno bastante
interesante.

Proposicion 6.16. La grdfica del Ejemplo 6.14 no tiene un nuimero
cromdtico bien definido.
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Demostracion. En el contexto de la teoria de conjuntos sin el axioma
de eleccion, supondremos que a cada conjunto X se le puede asignar
de manera unica un objeto, denotado por |X|, de tal forma que para
cualesquiera dos conjuntos X y Y se satisfaga que | X| = |Y| si y s6lo si
X es equipotente a Y10,

Entonces, con la misma notacién que en el Ejemplo 6.14, supongamos
que A es un conjunto (de colores) y que ¢ : X — A es una coloracién
adecuada. Note que, para cada a € A, el conjunto ¢ ![{a}] debe de
ser finito. De lo contrario, dado que a lo mas un elemento de cada P,
puede tener color a (es decir, |c"![{a}] N P,| < 1), entonces esto nos
proporcionaria una funcién de eleccién para algin subconjunto infinito
de {P,|n € N}, lo cual es una contradiccién. De hecho, podemos definir
la funcién g : A — X dada por g(a) = z, en donde z es tal que ¢(z) = a
y * € P, para n € N minimo tal que ¢ ![{a}] N P, # @. De esta forma,
la funcién g es inyectiva, y por lo tanto su imagen {g(a)|la € A} debe,
para todo n lo suficientemente grande, de ser o bien disjunta con P, o
bien contener completamente a P,, como subconjunto (so pena de inducir
una funcién de eleccién en un subconjunto infinito de {P,|n € N}). En
otras palabras, debe de existir un N C N y un conjunto finito £’ C X,
que satisface F'N P, = @ siempre que n € N, y tal que A es equipotente
a FUlU,en Pn-

Esto nos permitird mostrar que el conjunto de cardinales |A| tales
que G es A-coloreable carece de elemento minimo. Puessic: X — A
fuera una coloracién adecuada, entonces, como se ha dicho més arriba,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que A = F U J,cn P
para algin F' C X finito, y para algin N C N tal que FN P, = &
siempre que n € N. Sea M = N \ {min(/N)} y note que G también
es B-coloreable, en donde B = F U |J,cps P (simplemente redefina ¢
en los z € X tales que ¢(x) € Py, con k = min(NV); esto es posible ya
que unicamente existen una cantidad finita de tales elementos = € X).
Sin embargo, es posible demostrar!! que no puede haber una funcién

OEn principio, nos gustarfa que, para cada X, | X| fuera el conjunto de todos
los conjuntos equipotentes a X (es decir, la clase de equivalencia de X, médulo
equipotencia). Esto no es posible, ya que dicha coleccién es de hecho una clase
propia; sin embargo, la técnica conocida como truco de Scott nos permite definir al
objeto | X| de manera que tenga las propiedades deseadas. Dado que los pormenores
del truco de Scott constituyen una porcién moderadamente avanzada de la teoria de
conjuntos, en este articulo los omitimos, y simplemente suponemos que la asignaciéon
X —— | X]| estd bien definida.

1 Esto se debe a que todo subconjunto de un conjunto de Russell es Dedekind-finito,
lo que significa que no tiene subconjuntos equipotentes a N y, equivalentemente, no
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biyectiva f : A — B (pues esta constituiria una funcién de A en A
inyectiva pero no suprayectiva, ver la nota al pie de pagina), por lo cual
|B| # |A|. Como ademas B admite una inyeccién en A (simplemente
témese la funcién inclusién), la conclusion es que |B| < |A|. Por lo tanto,
para cualquier coloracién de G, es posible encontrar otra coloracién con
una cantidad estrictamente menor de colores, y asi el niumero x(G) no
esta definido.

O
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