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Acerca de los diagramas de persistencia
en el analisis topoldgico de datos *
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Resumen

Un diagrama de persistencia es una representacién visual de las
caracteristicas topologicas de un complejo simplical detectadas
mediante un andlisis homolégico. En este trabajo revisaremos
los antecedentes algebraicos que garantizan la existencia de dichos
diagramas y mostraremos el cdlculo correspondiente para una fil-
tracion sencilla.

Clasificacion: 55N99, 55U10, 16 W50
Palabras y expresiones claves: homologia persistente, andlisis topologico
de datos, diagrama de persistencia, topologia aplicada.

1 Introduccion

La homologia persistente es una herramienta de gran alcance usada para
detectar, expresar y analizar caracteristicas geométricas de espacios que
surgen de la ciencia de datos, a través de clases de homologia, ya sea
simplicial, singular o alguna otra versién adecuada a los fines del pro-
blema. Los inicios de la homologia persistente como area de trabajo
pueden rastrearse en el trabajo de P. Frosini a principios de los 90’s, o
los estudios de V. Robins acerca de espacios muestreados a finales de
los 90’s. Sin embargo, es el trabajo de H. Edelsbrunner, D. Letscher y
A. Zomorodian ([3]) el que hace que esta drea adquiera gran relevancia.

*Parte de la tesis de licenciatura del segundo autor (2) bajo la asesoria del primer
autor (1) y de la tercera autora (3). El examen de grado se presenté en marzo de
2024.
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Por ejemplo, en la ciencia de datos, la representaciéon de imagenes en
términos de sus caracteristicas topoldgicas, permite identificar patrones
y relaciones que no son evidentes con los métodos tradicionales.

Parte importante del analisis que surge en la homologia persistente
consiste en determinar que tan prominentes son las caracteristicas de-
tectadas. Esto es, una vez que las clases de homologia reflejan ciertas
caracteristicas geométricas es preciso determinar que tan significativas
son dentro del estudio, lo cual puede hacerse a través de su tiempo de
vida. Asi, clases de homologia con un tiempo de vida corto no son tan
significativas como que las de un tiempo de vida largo. El diagrama de
persistencia asociado es una representacién de los tiempos de vida de
las clases de homologia en el plano extendido

RZ = (RU {o0})?

y la informacién que pueda leerse en él permite obtener un anélisis simple
de las caracteristicas de interés, de ahi su importancia.

Al ser un reflejo de la informacién geométrica relevante de una filtra-
cion, el diagrama de persistencia se vuelve un objeto de estudio escencial
dentro del analisis topolégico de datos. Su existencia es una consecuen-
cia del teorema estructural de mdédulos graduados del tipo finito, un
resultado que permite expresar un mdodulo de persistencia como una
suma directa de moédulos intervalos, los cuales contienen la informacién
que determina al diagrama de persistencia.

En el presente trabajo revisamos la teoria de médulos graduados
necesaria para asegurar la existencia de los diagramas de persistencia.
Con este objetivo, el concepto de médulo de persistencia, asi como el
de homologia persistente, se introduce en la seccién 2. Una vez que
se han revisado los conceptos necesarios, la secciéon 3 contiene los re-
sultados que permiten obtener el teorema estructural de la homologia
persistente; esto es, el resultado que establece las condiciones para que
un modulo de persistencia se descomponga en moédulos de intervalos.
La informacién obtenida de tal descomposicién permitird codificar al
médulo de persitencia a través de su diagrama de persistencia asoci-
ado, el cual es estudiado en la seccién 4. Finalmente, en la seccién 5,
damos un andlisis del diagrama de persitencia de un calculo particular
de homologia persistente.

El presente trabajo forma parte del proyecto de tesis de licenciatura
[7]. Invitamos a los lectores a consultarlo en caso de requerir mayores
detalles.
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2 Moébdulos de persistencia

Esta seccién se basa en las notas [6] de V. Nanda. A menos que se diga
lo contrario, los espacios vectoriales que se usaran en el presente trabajo
seran sobre un campo F de caracteristica cero.

Un médulo de persistencia {V, a;}r>0 es una sucesién de espa-
cios vectoriales y transformaciones lineales ax, para k > 0 como en el
siguiente diagrama

agp al ap—1 ag k41

Vo Vi Vi Vb1 —— -+~

En este contexto, para cualesquiera i, j € Z(T con i < j, definiremos a la
transformacién a;—,; : V; — V; como

ai%j = aj,1 e} aj,Q o---0ay,

y para cada i definimos a;_,; como la identidad en V;. Decimos que
un médulo de persistencia {Vj,ax}r>0 es de tipo finito si Vj es de
dimension finita para cada k > 0 y existe kg € ZE{ tal que a, : Vi, — Vi1
es un isomorfismo para cada k > ky. El mdédulo de persistencia
trivial es el médulo de persistencia {Vj, ai }r>0 en el cual cada Vj, es un
espacio vectorial trivial.

Para cada pareja de enteros no negativos i < j, definiremos el es-
pacio de persistencia del médulo de persistencia {Vj, aj }r>0 como el
subespacio de V; dado por

PH;,;(Vk, ar) = Im(a;—;),

y a la dimensién 8% = dim(PH;_;(V, ax)) le llamaremos un ntimero
de Betti persistente de {V, ai }r>o0.

Decimos que un vector v € V; nace en el indice ¢ si v ¢ Im(a;—1);
similarmente para dicho v, decimos que éste muere en el indice j >
si j es el menor entero tal que a;—;(v) = 0. Si no existe j que satisfaga
lo anterior, decimos que v muere en el indice +0o. La persistencia de
v se define como la diferencia entre el indice de muerte y el indice de
nacimiento, es decir j —7; en caso de que v muera en +00 su persistencia
es +00.

Un morfismo de médulos de persistencia

[ AV, artrs0 = {Wh, b }r>o0
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es una familia de transformaciones lineales fi : Vi, — Wi que satisfacen
bio fi = fit10ai,

para cada ¢ > 0. Es decir, los cuadrados del siguiente diagrama son

conmutativos
Vo ag % ay o ak—1 Vi ag Vk+1 a1
ifo lfl lf,c lfk_H
Wo bo e by o br—1 W, by, Wit b1

Decimos que dos morfismos de médulos de persistencia

9 Vi, ax >0 = {Wh, bi >0

son iguales si fi = gp para cada k > 0.

Un submédulo de un médulo de persistencia {Vj,ar}ti>0 es un
mdédulo de persistencia {V/,aj }r>0 donde V) es un subespacio de Vj
y a) es la restriccién de ay a V/,¥k > 0. En este caso se tiene un
morfismo inclusién i : {V/, aj }i>0 — {Vk, ar }r>o0-

Un morfismo de médulos de persistencia

f i AVi, arti>0 = {Wh, bi >0

es un isomorfismo si existe un morfismo de médulos de persistencia

g : AWk, bk}kZO = AV, bk}kzo tal que go f = iy,fog = iw. En

tales circunstancias se dice que los médulos de persistencia { Vi, ax }r>0 y

{W, b } k>0 son isomorfos; en particular, rank(ay) = rank(by), Vk. Ob-

servemos que un morfismo de médulos de persistencia es un isomorfismo

si y solo si cada transformacion lineal fi : Vi, — W) es un isomorfismo.
Dada una coleccion no vacia de médulos de persistencia

{{Vkaﬂ a%}k20|a S Q}7

definimos su suma directa @ {V,%,af} }x>0 como el médulo de persis-
acfl
tencia tal que su k-ésimo espacio vectorial es la suma directa @V y
aef
para cada k > 0 se considera a la transformacién lineal

@Qag : @Vka - @Viﬁu (Va)acn = (4% (Va))aeq
ac aeQ aEQ
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En particular, dado un modulo de persistencia {Vj, a}r>0 denotamos
por {Vi, ar}}~, a la suma directa

Vi, arbiso D Vi artiz0 B - - - Vi, axio,

del moédulo consigo mismo 7 veces.

Decimos que un médulo de persistencia {Ij, c;}r>0 es indescom-
ponible si siempre que se tenga un isomorfismo de médulos de persis-
tencia

{Iis ek tie>0 = {Vk, ar b k>0 © {Wk, bk} k>0

uno de los factores del lado derecho es el médulo de persistencia trivial.
El siguiente resultado establece condiciones para detectar un moédulo
indescomponible

Proposicién 2.1. Sea {Ij, c;}r>0 un mddulo de persistencia no trivial
y suponga que existen indices i € N, j € NU{+o00}, con i < j, tales que

. 1, 1<p<j 1, i<p<y—1
dim 7, = {0, en otro caso rank(cp) = {0, en otro caso

Entonces {1, cx }i>0 es indescomponible.

Demostracion. Consideremos un isomorfismo

fo{Iis cetiz0 — {Vi, a0 © {Wi, bi >0

y notemos que dim(/l) = dim(Vj) + dim(Wy), vk > 0.

Dado que dim(I;) = 0 para k < i y para k > j, se tiene que
dim(Vy) = dim(W}) = 0. Por otro lado, para cada k tal que i < k < j,
tenemos dim(Vy) = 1, dim(W}) = 0, o bien dim(V}) = 0, dim(Wj) = 1,
esto ya que dim([;) = 1 para dichos valores de k. Sin pérdida de gener-
alidad asumamos dim(V;) = 1, dim(W;) = 0, y tomemos i < j — 1 pues
sii=j—1el médulo {Wy, b }r>0 es trivial.

Para k = i tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Cq

I; Iipa

\Lfi lfH»l
iDb;
Vo W; B Vi @ Wi

Por un lado tenemos que V;&W; = V;®0, asi que Im(a;®b;) = Im(a;)®0.
Por otro lado rank(¢;) = rank(a; ®b;), asi que rank(a;®b;) = 1. Ademas,
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dado que I;11 = Vi1 & W1 obtenemos que dim(7;41) = 1, por lo que
dim(V;11 ® Wit1) = 1. Finalmente, por un argumento de dimensién, se
tiene que Im(a; ®b;) = Vip1 ®Wiy1, por lo que Vi1 W1 = Im(a;) 0,
con lo que se obtiene W;; = 0.

Aplicando el razonamiento anterior de manera inductiva para i <
k < j — 1, concluimos que dim(W}) = 0 para estos valores de k, por lo
que {Wy, bi}r>0 es un médulo de persistencia trivial. O

Los enteros ¢, j del resultado anterior son de gran importancia dentro
de la teoria de persistencia porque determinan de manera tUnica, salvo
isomorfismo, al médulo indescomponible {Ix,ck}r>0. A su vez, esto
permite considerar ciertos médulos de persistencia con una estructura
particular. Dados (i,j) € N x NU {400} con 0 < i < j < 400y
definimos el médulo intervalo {1, ¢}’ };>0 como

I — F, i<p<y o — dp, i<p<j-—1
p 0, en otro caso p 0, en otro caso

Los médulos intervalo son los objetos elementales dentro de la teoria
de homologia persistente en el sentido de que todo médulo de persis-
tencia de tipo finito puede construirse como suma directa de moédulos
intervalo, como lo establece el teorema estructural 3.4, el cual sera el
tema de la proxima seccién.

3 El teorema estructural

En esta seccién presentamos el teorema estructural de la homologia per-
sistente. Para poder entenderlo, asi como a su demostracién, sera nece-
sario revisar algunos conceptos elementales de dlgebra conmutativa como
el de médulo graduado; se puede encontrar méas informacién acerca de
este tema en el texto [5] de T. Marley. Gran parte de seccién esté basada
en el articulo [8] de A. Zomorodian y G. Carlsson.

Recordemos que un anillo graduado R es aquel que se puede de-
scomponer como suma directa de subgrupos abelianos R = @, R;, de
manera que IG;R; C R;yj, Vi,j € Z, donde

RiRj = {’I”Z‘ "TiiTg € Ri, ;€ Rj}.

Un anillo graduado R se dice graduado no negativamente si R; =
0 para cada i < 0. Un ejemplo clésico es el anillo de polinomios R]t],
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donde R es un anillo; en este caso la graduacién estd dada por

R[t] = (@o) o | PRt |,

1<0 120

donde Rt' = {rt' : r € R}. A esta descomposicién se le llama la grad-
uacién estandar de RJt].

Sea R un anillo graduado y M un R-mddulo. Decimos que M es un
R-médulo graduado si existe una familia de subgrupos {M; : i € Z}

de M tales que
M =PM;,
€L
y R;M; C M;; para cualesquiera i,j € Z, donde

RiMj = {Ti~mj27‘i € R; y m; GM]’}.

Notemos que un anillo graduado R es un R-médulo graduado cuando se
considera como R-médulo sobre si mismo. Un médulo graduado M se
dice graduado no negativamente si M; = 0 para cada i < 0.
Para un médulo graduado M, cada m € M se puede escribir de
manera linica como
m = Z m;

con m; € M; para cada i € Z y solo una cantidad finita de los sumandos
no nulos. Los m; no nulos en la suma anterior son las componentes
homogéneas de m.

Dados dos mddulos graduados M = @, ., M;, N = @,., N;, un
homomorfismo de R-moédulos f : M — N es llamado homomorfismo
graduado si f(M;) C N;,Vi € Z. Por ejemplo, para cada R-médulo
graduado M, la funcién identidad idys : M — M es un homomorfismo
graduado.

Se dice que un homomorfismo graduado f : M — N es un isomor-
fismo graduado si existe un homomorfismo graduado g : N — M tal
que go f =idy; y fog =idy. En este contexto decimos que M y N son
isomorfos como mdédulos graduados; notemos que podemos tener
modulos graduados M y N que son isomorfos como R-mddulos, pero no
como R-médulos graduados.

A. Zomorodian y G. Carlsson fueron de los primeros en reconocer la
relacién que existe entre médulos de persistencia y médulos graduados
sobre F[t]. En lo que sigue daremos algunos detalles de dicha relacién.
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Consideremos un médulo de persistencia V' = {V;, a;}i>o. Para la
graduacién estdndar en el anillo polinomial F[t] definimos el F[t]-mddulo

M:<@O>@ Pvi .

i<0 i>0
donde la accién de F[t] sobre M estd dada por

0, i<0

t(ml)ZEZ (mz)zEZ> donde m; {ai_l(mi_l), 7> 07

Para un elemento r € I se define r(m;);ez = (rm;)icz.

Proposicién 3.1. Bajo las condiciones anteriores M es un F[t]-mddulo
graduado mediante la graduacion

0, 1 <0

Mi=Y(@o)evie[@o), izo0
j<i j>i

Mas ain, si V' es de tipo finito, M es finitamente generado.

Demostracion. Sea m = (m;)iez € M, con m; = 0, para i < 0, y
m; € Vi, v > 0; denotemos por m;,, ..., m;, a las componentes no nulas
de m. De esto tenemos que

S
m =" (8i,mi)icz,
=1

donde 51']- ;i denota la delta de Kronecker.

Notemos que (6;;,im;)icz € M;;, para j € {1,...,s}, asi que cada
elemento m € M se puede escribir como m = ZjeZ m;, con m; € M;
para cada j € Z y solo una cantidad finita de los m’; no nulos; no es

J
complicado mostrar que esta representacién es tunica por lo que se tiene

M = ®ieZ M;.

Sean p(t) € (F[t]); y m € M;. Sii <06 j <0 entonces p(t)m =0 €
M ;. Por otro lado, si i, j > 0, hacemos p(t) = rt' y m = (v )kez € M;,
con v; € V; y vp = 0 para k # j. De aqui p(t)m = rt'(vg)rez, donde
t'(vk)kez = (V) kez con

o { 0, k<i
K ap—isk(Vk—i), k >1,
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Observemos que v; ; = aj—i+;(v;) ¥ vj, = 0, para k # i + j. Obten-
emos entonces que p(t)m = (rv))rez con rv, = 0 para k # i +j y
TV, i =T @jitj(vj) € Vigg, por lo tanto p(t)m € M;yj, lo que muestra
que M es un médulo graduado, con M = P, ., M;.

Suponga que {V;, a;}i>o es de tipo finito y tomemos N € Za' tal que
a; : Vi = Viy1 es un isomorfismo, Vi > N. Para cada i < N tomemos
{vi1,...,viq,} una base de Vj; para i > N el conjunto

{an=i(vni), - an—i(Unay )}

es una base para V;. Hagamos v;;, = an—i(vyg) para 1 < k < d; y
observemos que d; = dy para ¢ > N.

Definimos
' 0 .
di={ 17
’ Vik, J=1
y hacemos u;j = (uik)jez € M. Afirmamos que el conjunto A =

{u; 5|0 <i < N,1 <k <d;} genera a M.

Dado m = (m;)jez € M tenemos que m; € V;,Vi > 0, por lo que
m; = Zg;l r;kVik con 1 € F. Por otro lado, dado que M es una
suma directa, solo una cantidad finita de los m; son no nulos. Tomamos
s € Z({ el mayor entero para el cual m; # 0; de aqui tenemos

m = (mj')jez = Z(5ijmj)jez = Z( .. O, mi,O .. )
1=0 =0
S dl S dl
= Z (...O,Zr@kv@k,o...) = Zrivk (...O,Utk,o...).
i=0 k=1 =0 k=1

En la sumatoria anterior, el sumando (...0,v;,0...) denota al ele-
mento de M que tiene a v; j, en su i-ésima componente y 0 en las demas,
para 1 < i < N obtenemos que, por definicién, (...0,v;%,0...) = u;k;
para i > N, tenemos que v; , = an—i(vn ). Por tanto, obtenemos que

(...O,Uijk,o. . ) = (...O,aN_”'(ijk),O...) = IfiuNJg

De aqui que cada elemento de M puede ser expresado como una
combinacién F[t]-lineal de elementos de A, y como A es finito, esto
implica que M es un F[t]-mddulo finitamente generado. O

La proposicién 3.1 tiene implicaciones més profundas dentro de la
teoria pues, de hecho, permite definir una correspondencia entre la
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categoria de moédulos de persistencia de tipo finito y la categoria de
F[t]-m6dulos graduados no negativamente, finitamente generados; una
prueba de este resultado puede consultarse en [4].

Dado un médulo graduado M = @,., M; y un entero «, definimos
un médulo graduado

1EL
donde (M|a])i = Miyq, Vi € Z.
El siguiente teorema, cuya demostracién puede consultarse en [8],
nos sera de gran utilidad més adelante.

Teorema 3.2. Sea R un dominio de ideales principales (DIP). Todo
R-mddulo graduado M finitamente generado se descompone de manera
unica como

m

M%(Q%F%O@ D /e [l |
i=1

J=1

donde los r; € R son elementos homogéneos tales que 1j|rj41 para 1 <
j<m-—-1ya;v€Zparaic{l,...,n}, je{l,...,m}.

Antes de presentar el teorema principal de esta seccién, el teorema
estructural 3.4, describiremos el F[t]-médulo graduado no negativamente
que corresponde a un médulo intervalo {I;Z’J7CZ]}1¢20; haremos esto a
través de la correspondencia definida en la proposicién 3.1.

Proposicién 3.3. Sea M el F[t]-mddulo graduado no negativamente
asociado al modulo intervalo {I;”, ¢}” }i>0, (i, ) € N x NU {+oo}. En-
tonces M esta dado como sigue

Mg{@wan%LjeN
e A

Demostracion. Daremos el isomorfismo de manera explicita para cada
caso pero omitiremos los detalles debido a que son verificaciones ruti-
narias.

e Tomemos j € N. Por definicién de M obtenemos que

0, k<0
My = 0.
@o)el’e(Po), k>0,

I<k >k
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y por la definicion de I,i’j obtenemos entonces que

(@o) oF® (@0), i<k<j
My =9 \iZk 1>k

0, en otro caso

Dado que cada m € M = @ M; se puede escribir de manera tnica
1EZ

como m = ZkeZ my con my € M;, los sumandos no nulos my

deben tener subindices i < k < j. Definamos pues f : M —

(F[tl/@w7-1)) [—1] dada por

F((Or)iez) = r(#" "+ (#77),

para cada m € M con m = (Ogr)iez € My, i < k < j.

e Para j = +o00 se tiene que

M, = (%O)@F@(S}I{O), k>

0, en otro caso.
por lo que definimos f : M — (F[t])[—1]
F(Opr)iez) =rt*™", k>

f esté bien definida pues cada m € M puede ser expresado como
m = Y pcpMi con my € My y solo una cantidad de los my, no
nulos, que tienen subindices k > i, ya que M; =0 para k <i. [0

Teorema 3.4 (Estructural). Para cada médulo de persistencia de tipo
finito V= {Vj, ax } k>0 existe un conjunto Bar(Vy, ay) de parejas (i, j) €
NxNU{+o0}, con 0 <i < j < +oo y una funcion p : Bar(Vy,ar) - N
tal que
Veahzo= @ AR /NS
(i,5)€ Bar(Vy,ar)

Mads ain, esta descomposicion es unica salvo isomorfismo.

Demostracion. Sea M el F[t]-médulo graduado no negativamente, finita-
mente generado, asociado a V mediante la proposicién 3.1. Dado que
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F es un campo, F[t] es un DIP y podemos aplicar el teorema 3.2 para
obtener una descomposicién como suma directa de F[t]-mddulos:

M = (@(F[t])[—aio ® EB (Fll/tem3)) =]

=1

De la proposicién 3.3 vimos que los F[t]-mddulos graduados no negati-
vamente, finitamente generados, correspondientes a los mddulos inter-
valo {I,i’j , cZ’j }i>0, tienen justamente la forma de los F[t]-médulos gradu-
ados que aparecen como sumandos en la suma directa anterior; méas atn,
dicho isomorfismo de F[t]-médulos graduados produce un isomorfismo de
moédulos de persistencia entre {Vi, ax }x>0 y la suma directa

n m
Q;j,+00 i, +00 Y5 +m; ViV Tmg
(@{Ikl Ok }k>0> SH @{Ikl T e b ko
i=1

j=1

Dado que los enteros «;, 7;, m; no necesariamente son distintos, algunos
sumandos pueden aparecer con cierta multiplicidad. Podemos reescribir
la descomposicién anterior como

{Vies a} >0 = @ {17 e Feso s
(i7j)€Bar(Vk7ak)

donde Bar(Vj,ax) € N x NU {400} y u(i, j) es la multiplicidad con la
cual aparece el médulo intervalo {I;’] , 02] }i>0 en la descomposicion.

Finalmente, dado que la descomposicién dada por el teorema 3.2 es
Unica, la primera expresién en la descomposicién de {Vi, ax } x>0 también
es tUnica, obteniendo que la coleccién Bar(Vy, ax) de parejas (i,7), con
sus respectivas multiplicidades p(i,7), es unica. O

En la literatura es comun encontrar que los elementos del conjunto
Bar(V}, ay) son interpretados como intervalos cerrados [i, j], si j < oo
o semi-abiertos [i,00). Esta interpretacién de las parejas, junto con sus
respectivas multiplicidades u(7,j) > 1, da lugar al concepto de cédigo
de barras del médulo de persistencia {Vj, ax}r>0 asociado. Debido a
la unicidad del resultado anterior, los elementos en el cédigo de barras
son la informacién (combinatoria) que determina, salvo isomorfismo, al
médulo de persistencia.

La descomposicion del teorema estructural es de gran relevancia pues
permite, entre otras cosas, restringir el andlisis de un médulo de per-
sistencia, al andlisis de médulos intervalo, los cuales son mas sencillos
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de estudiar. En este sentido, el teorema de la estructura es para los
modulos de persistencia de tipo finito lo que el teorema fundamental de
la aritmética para los nimeros enteros.

Una de las consecuencias mas importantes del teorema estructural
son los diagramas de persistencia, los cuales surgen en el contexto del
andlisis topoldgico de datos; especificamente, surgen cuando se estudia el
comportamiento de los grupos de homologia de un complejo simplicial
equipado de una filtracién. Estos objetos seran el tema del resto del
trabajo.

4 Diagramas de persistencia

FEn esta seccién consideraremos homologia con coeficientes en un campo
F. Gran parte de esta seccién se basa en el texto [2] de T. K. Dey y Y.
Wang.

Dado un complejo simplicial finito K consideramos una filtracién
F K como una coleccion de subcomplejos

FKCRhKC---CF, 1 KCF,K=K,

donde FpK = @&. Para 0 < k < m — 1 consideremos las funciones
simpliciales inclusién gy : Fy K — Fi41 K, con g = idp,, x para k > m.
Dado n € Zar consideramos las transformaciones lineales inducidas a
nivel de homologia

H,(gr): Hy(FpK) — Hp(Fp1K), 0<k<m-—1,

con Hy(gx) = idg,(F,.k),k = m. Con estos objetos obtenemos el
moédulo de persistencia { Vi, by } x>0 dado por

Vi = Hp(FLK), b = Hy(gx),

con Vi, = Hp(F,K) para k > m. Observemos que este médulo de
persistencia es de tipo finito y lo llamaremos el médulo de homologia
persistente asociado a la filtracién FK.

Consideramos la composicién b;—,; de la seccién 2 y la denotamos

por hi{j,W,j € Za’, 1 < j. Es decir,
hy = Hy(gj—10-- 0 git10i),

definida mediante h%’([c]}) = [cJ%, donde [c]i denota la clase de ho-

mologia en dimensién n de la cadena ¢, que pertenece al i-ésimo com-
plejo simplicial en la filtracién considerada. De esto se desprende que h;;’
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manda la clase de homologia de ¢ a su clase de homologia en H,,(F;K).
Para este médulo de persistencia { V4, by, } >0, denotaremos a sus espacios
de homologfa persistente mediante H5' (FK).

Al igual que en la seccién 2, decimos que una clase no trivial § €
H,(F,K)naceen F;K, coni < a,si & € H;"(FK) pero ¢ ¢ H, "*(FK).
Por otro lado, una clase no trivial £ € H,, (F,K) muere al entrar a F; K,
con a < j,si h%7 7€) #0, h%I (&) = 0.

Una funcién f : K — R es llamada monétona por simplejos si
para cualesquiera simplejos ¢’,0 € K con ¢’ C o se tiene que f(o') <
f(o). La siguiente proposicién se obtiene directamente de la definicién
anterior:

Proposicion 4.1. Si f : K — R es una funcion mondtona por sim-
plejos, entonces f~1(—o0,a] es un subcomplejo de K para cada a € R.
Ademds si a,b € R con a < b, entonces f(—oo,a] es un subcomplejo de

f(—o00,b].

Debido al resultado anterior, una funcién mondtona por simplejos
f : K — R y numeros reales a1 < as < --- < a,, tales que a,, >
max{f(o):0 € K}, ap < min{f(0) : 0 € K}, inducen una filtracién de
K:
FK: @=F,KCF,KC---CF, K=K,

donde F,,K = f~1(—o0,a;),i € {1,...,n}. En este contexto decimos
que la filtracién FK es inducida por f.

Consideremos el plano extendido R’ = (RU{+00, —c0})? y tomemos
1 < k < m. Para un generador [c]f € H,(F, K) que nace en F,,K y
muere en Fy K, consideramos el punto (aj,a;) y lo graficamos en el

plano @2; en caso de que la clase dada no muera, graficamos el punto
(a;, +00).
Cada punto (a;, a;) se grafica con multiplicidad

il = (B = B7) = (BT = B),

donde ,Bf;s son los niimeros de Betti persistentes del médulo de persis-
tencia que involucra a los espacios de homologia de dimensién n de los
complejos simpliciales de la filtracion FK. La primera diferencia del
lado derecho cuenta el nimero de clases linealmente independientes que
nacen en, o antes de F;K, y mueren al entrar a F;K; por otra parte,
la segunda diferencia cuenta el niimero de clases linealmente indepen-
dientes que nacen en, o antes de F;_1K, y mueren al entrar a F;K.
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Con esto, py’ cuenta el niimero de clases linealmente independientes
que nacen en I;K y mueren al entrar a F; K.

Por otra parte, los puntos de la forma (a;, +00) se grafican con mul-
o A ‘ > ) ‘
tiplicidad pk ™ = 85™ — g5 1™ donde 85™ cuenta el nimero de clases
i—1,m ’
que nacen en, o antes de F;K, y no mueren; (3 cuenta el numero
de clases que nacen en, o antes de F;_; K, y no mueren. Luego, en este

2,400 .
caso, M{Jr cuenta el nimero de clases que nacen en F; K y no mueren.

El diagrama de persistencia de la filtracién FK inducida por f
consiste del conjunto de puntos (a;,a;), (ai, +00), con multiplicidades
ui{j ,,uifLoo, graficados en el plano extendido RZ; véase la figura 4.1,
donde los puntos de la diagonal del plano extendido se grafican con

multiplicidad infinita.

(ai’> —|—OO)
+oo--------- - -
A

a (aia a]) : :
e - - — = |
'] ‘\ | |
| | |
| | |
| | |
muerte ° L b
| | |
1 | |
| | |
| | |
| | |
1 L

0 a; ai’ +o00

nacimiento

Figure 4.1: En un diagrama de persistencia todos los puntos graficados
se encuentran por encima de la diagonal.

Como se mencioné anteriormente, los diagramas de persistencia son
consecuencia directa del teorema estructural. En lo que resta de la
seccién mostraremos la relacién que guardan el diagrama de persistencia
y el cédigo de barras asociado al médulo de homologia persistente de la
filtracién FK. Haremos un anélisis tomando en cuenta la multiplicidad
de las clases; sugerimos consultar [7] para mayores detalles de lo que a
continuacién se expone.

Analicemos el caso de puntos con multiplicidad ,ui;j . Dado el punto
(ai,a;) con multiplicidad py’ se tienen yuy’ clases linealmente indepen-
dientes que nacen en Fy, K y mueren al entrar a Fo; K. Para cada clase
[c]', € Hy(F,,K) tomamos el submédulo {V/,b), }r>0 definido por
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BT (e)), k<
Vk_{ i (((cln)), k=i

n
donde ([c]?,) denota al submédulo de H,,(F,, K) generado por [c]}, y cada
transformacién lineal by, : V[ = V], | es la restriccién de by = Bkt g
VL.

Veremos que los médulos V}/ pueden ser descritos de una manera més
sencilla. Para k < i se tiene que (k") ~({[c]%)) = 0, ya que [c]}, nace
en F,, K, luego la clase de homologia de ¢ no aparece antes de F,, K en
la filtracién. Por otro lado,

hi ({[el)) = ([l
para todo k > i. Dado que [c]{, muere al entrar a Fo; K, entonces por
un lado hn"™ " ([c]i) # 0 de donde

(el = i ([c]y) # 0

aq,Qaj )

para i < k < j — 1; por otro lado hy,"7 ([c],) = 0 y por ello

s = bz () =0

n
para k > j. Lo anterior implica que hy® ({[c]’)) 2 F parai < k < j—1
y ha“* (([c]})) = 0 para k > j.
De lo anterior obtenemos que

0, en otro caso.

Para describir las transformaciones b, recordemos que b, : V/ —
V[, es larestriccién de b, = hy****" a V. De esto tenemos lo siguiente:

e Para k < i, tenemos que V) = 0, luego b}, = 0.

e Parai < k < j — 1, tenemos que V] es generado por [k 40y
Vi1 es generado por [c]FT1 £ 0 y b ([c]k) = [c]kT!. Es decir b},
envia el generador de V} al generador de V. ;.

e Para k > j — 1 se tiene que V| = 0, y por ello b, = 0.

Del anélisis hecho a los médulos V) y las transformaciones by, pode-
mos observar que existe un isomorfismo f entre {V/, b, }r>0 y el médulo
intervalo {I,”, ¢;” } >0, dado por

fr(r- [c]ﬁ) =relF
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siempre que i < k < j— 1,y fr =0 en otro caso.

Tomemos ahora el caso de los puntos con multiplicidad ,ufﬁoo. Para
cada punto (a;,+00) que se grafica en el diagrama de persistencia con
multiplicidad 5" hay pi™ clases linealmente independientes que
nacen en Fy,, K y nunca mueren. Siguiendo un razonamiento similar al
que se hizo anteriormente, para cada una de estas clases [}, € H,(Fy, K)
definimos un submédulo {V/, b} }r>0 de {Vi, b } >0 definido de la misma
manera que antes. En este caso llegamos a que

v ) =F, k>
k 0, en otro caso.

De lo anterior se obtiene que {V/, b} }r>0 es isomorfo al médulo in-
tervalo {I ]i’Jroo, cgoo}kzo; véase [7] para mayores detalles.

En cualquiera de los casos anteriores, al igual que en el teorema 3.4,
hemos llegado a ciertos médulos intervalo {I;”7, ¢}’ }x>o. Més aun, de
acuerdo a dicho teorema, el médulo de homologia persistente {Vy, by } x>0
de la filtraciéon FK se puede descomponer como

Vs b >0 = @ {17, ¢ lli(zibj)v
(l»J)GBar(Vk 7bk)

Esto es, se descompone como suma directa de mddulos intervalo de la
forma {I,i’j,cgj}kzo (con (i,7) € N x NU{+o0}), donde cada médulo
intervalo aparece con multiplicidad u(i,7). De esto se sigue que los
puntos (a;,a;) del diagrama de persistencia, con multiplicidad ,uZ’j se
corresponden con factores {I,i’j ,czjj }>0 en la descomposicién anterior,
que aparecen con la misma multiplicidad (i, 7).

Cerramos esta secciéon mencionando que los diagramas de persisten-
cia son un método visual geu ayuda a codificar la informacién obtenida
del analisis homoldgico de la filtracién de un complejo simplicial. Mas
aun, la unicidad en el teorema estructural (3.4) es lo que nos asegura
que estos diagramas de persistencia son Unicos para cada filtracién.

5 Un calculo explicito

Consideremos la filtracién de la figura 5.1 con FpK = @ C F1 K.
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U1 V2 U1 V2

N
N

V4 U3 V4 U3

Figure 5.1: Filtracion asociada a un complejo simplicial

Consideremos los 1-ciclos en K
€1 = V1V2 + V2U3 + V3V4 — U1V4, C2 = U1V2 + V204 — V14,
C3 = VU3 + U3V4 — Va4
En lo que sigue haremos un andlisis de la homologia de la filtracién.
e Notemos que H/(FK) = 0 para j € {1,2,3}.

e Parai € {0,1,2,3} se tiene que H{Z(FK) = H,(F;K), por lo que
obtenemos

[

H(FK) =0,

HPY(FE) = ([a]l),
HY(FEK) = ([co]?, [es]}) v
HP(FK) = ([es]}).

o H{*(FK) = hy*(FK) = hy*({[e})) = {[en]?)

)

o H'(FK) =h*(FK) = b (([c
ultima igualdad se debe a que [¢;
B (F3K).

([c1]3) = ([es]3), donde la
]:1"’ por ser ¢y —c3 =C2 €

I

11
i

o HIP(FK) = 1 (BEK) = 1P (el [e]f) = (i), donde la
ultima igualdad se debe a que h%’?’( [c2]?) = 0.
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Con la informacién anterior obtenemos los niimeros de Betti persis-
tentes 377, para i,j € {0,1,2,3}; ademds, con dichos nimeros, caqu—
lamos los valores de la funcién de emparejamiento de persistencia u”.
Esta informacién estd contenida en las siguientes tablas

~NJlol1)2]3 "l1]2]3
j j
0 Jo]-1-]- T -1-]-
1 01 - 2 [o]-|-
2 101 - 3 [o]1]-
3 o111 Too [ 1 0

La tabla a la derecha muestra que existe 1 clase independiente que
nace en Fo K y muere al entrar a F3K; de igual forma existe 1 clase inde-
pendiente que nace en F; K y nunca muere. Para localizar estas clases,
tomaremos las bases para Hy(F;K) = Hy"(FK) dadas previamente para
1=20,1,2,3.

Notemos que el generador [c;]1 € Hi(F1K) nace en Fi K, y nunca
muere ya que

h2(lelh) = [e]} #0.

Asi, el elemento [c1]1 es una de las clases buscadas.
Dado que {[c2]?, [c3]3} es una base para H;(F2K), la otra clase que
se busca es de la forma

(]t = rafeal? + r3[es].
Si ocurriera que 13 # 0, entonces

133 (raleal? + rafesl?) = ra - Y ([eal?) + s - 1P ([esl?)
=ry-[ca]} + 13- [cs]}

=7r9-0+173- [63]‘;’

=r3-[es]} #0,

por lo que [c]% no muere al entrar a F3K, lo cual no puede ser. De esto

se sigue que la clase que buscamos es de la forma r2[co]?. En particular,
tomemos [c2]? v notemos que esta clase nace en F5 K y muere al entrar
a F3K puesto que
2,2 2 2
hy*(lealt) = [e2]i # 0
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2,3
con hy”([ealf) = [ea]{ = 0.
De lo analizado arriba se obtiene el siguiente diagrama de persisten-
cia en el cual las clases ¢; y co se grafican con multiplicidad 1

Cc1
+00 -~ @7 ‘
b 1
3 |
muerte 2 l
1 |
0 1 2 3 +oo
nacimiento
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