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1. Topoloǵıa y transiciones de fase

En el formalismo de la mecánica estad́ıstica, las part́ıculas de la ma-
teria (digamos a nivel atómico o molecular) se organizan en estados
estructurales o energéticos espećıficos llamados fases, como sólido, ĺıqui-
do, gas o plasma. Cada fase se caracteriza por un equilibrio que depende
de las condiciones circundantes entre la enerǵıa cinética de las part́ıculas
y la enerǵıa potencial proveniente de los enlaces de interacción entre las
part́ıculas. En términos generales, la materia “prefiere” existir en la fase
más estable, es decir, aquella con la menor cantidad posible de enerǵıa
libre. En tal contexto, las transiciones de fase ocurren cuando los cam-
bios en la enerǵıa del entorno circundante alteran el equilibrio energético
de la fase actual, forzando a la materia a adoptar una nueva fase estable.
Parte de la motivación detrás de este trabajo de revisión proviene de la
idea de que las fases y sus transiciones están profundamente ligadas a
(y deben entenderse en términos de) cuestiones topológicas.

La topoloǵıa entra en el ámbito de la mecánica estad́ıstica en térmi-
nos de la familia de subvariedades equipotenciales asociadas a un sistema
energético. éstas últimas están dadas por la totalidad de las configuracio-
nes de las part́ıculas del sistema con un valor fijo (t́ıpicamente regular)
de la función de enerǵıa. La Hipótesis Topológica (HT), una conjetura
cualitativa y heuŕıstica fundamental en la frontera entre la mecánica
estad́ıstica y la topoloǵıa diferencial, postula un v́ınculo profundo en-
tre, por un lado, las transiciones de fase en un sistema de part́ıculas
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y, por otro, los cambios topológicos en las correspondientes subvarie-
dades equipotenciales. De hecho, la Teoŕıa Topológica de Transiciones
de Fase integra hypótesis matemáticas precisas que garantizan que, en
una amplia clase de sistemas hamiltonianos clásicos, un cambio de to-
poloǵıa es una condición necesaria para que ocurra una transición de
fase. Rećıprocamentes, bajo condiciones de regularidad adecuadas, el
cambio de topoloǵıa es una condición suficiente para una transición de
fase ([19]). Es de notarse sin embargo que, en general, las condiciones
de regularidad en la afirmación anterior no pueden obviarse. En efecto,
algunos cambios topológicos t́ıpicamente “pequeños” no se acompañan
de una transición de fase ([24, 30]). Uno de los objetivos centrales en
este trabajo es el de ejemplificar, en el contexto de sistemas de cuadros
ŕıgidos (revisados más adelante), tales cambios topológicos sin transición
de fase asociada.

Las transiciones de fase y sus correspondientes cambios topológicos
se presentan en diferentes formas, dependiendo del orden de diferenciabi-
lidad de la correspondiente función de enerǵıa en el punto de transición.
Las transiciones de fase de primer orden se caracterizan por un cambio
abrupto en las propiedades macroscópicas del sistema, generalmente con
enerǵıa absorbida o liberada, pero siempre a una temperatura fija, como
por ejemplo en el caso de agua hirviendo a 100 oC. En este contexto, las
primeras derivadas de la enerǵıa libre, como el volumen o la entroṕıa,
cambian de forma discontinua en el punto de transición. Por otro lado,
las transiciones de fase de segundo orden (también conocidas como con-
tinuas), como en los estados superconductores, evolucionan suavemente,
sin discontinuidades en el volumen ni la entroṕıa, pero ciertamente ex-
perimentando cambios f́ısicos macroscópicos drásticos.

2. Transición de fase en sistemas de discos ŕıgi-
dos

Durante más de medio siglo, los f́ısicos han estudiado las transicio-
nes de fase en la materia mediante diversos modelos matemáticos y bajo
múltiples marcos teóricos. En particular, los espacios de configuración
de discos bidimensionales ŕıgidos, es decir sin traslape, de un radio dado
y que están restringidos a estar contenidos en una región acotada del
plano, han sido uno de los modelos predilectos en el estudio de las tran-
siciones de fase en sistemas bidimensionales, tarea relevante en el estudio
de peĺıculas delgadas y en interfases. Los espacios de configuración de
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discos ŕıgidos se consideran un modelo atérmico porque carecen de es-
calas de enerǵıa intŕınsecas. En cambio, poseen un potencial de enerǵıa
discreto con sólo dos valores, a saber, infinito cuando algún par de discos
se traslapan, pero que se anula en caso contrario. En particular, bajo la
óptica de las subvariedades equipotenciales en la HT, el interés se centra
en la topoloǵıa de los espacios de configuración de discos ŕıgidos. Si se
toma en cuenta la simplicidad de la función potencial, aśı como el hecho
de que las part́ıculas (digamos átomos o moléculas) están representados
por discos todos del mismo radio y que no interactúan mediante fuer-
zas de atracción o repusión, es absolutamente notable la presencia de
transiciones de fase y sus correspondientes cambios topológicos bajo va-
riaciones del parámetro del radio. Es en este sentido que, con el número
de discos fijo, el radio de los mismos juega un papel de tipo térmico, en
donde un espacio de configuración con discos ŕıgidos de radio pequeño
modela un sistema de part́ıculas con alta enerǵıa cinética y, por tanto,
con mayor movilidad.

Como resultado de la falta de fuerzas de cohesión en sistemas de
discos ŕıgidos,

no hay diferencia entre la fase ĺıquida y la gaseosa,(1)

véase [9, 27]. Sin embargo, el derretimiento bidimenional (proveniente
del decremento paulatino del radio común de los discos ŕıgidos), obser-
vado por primera vez por Alder y Wainwright en 1962 ([1]), es particu-
larmente interesante. La correspondiente transición de fase fue aclarada
por Bernard y Krauth ([13]) y confirmada por Engel et al ([18]) median-
te simulaciones computacionales masivas basadas en procesos de Monte
Carlo. El derretimiento en espacios de discos ŕıgidos involucra de hecho
tres fases, con una fase hexática que separa la fase sólida, caracteriza-
da por una estructura cristalina hexagonal, de la fase ĺıquida isótropa
carente de coherencia orientacional y periodicidad espacial. En la fase
hexática intermedia los discos pueden desplazarse, pero los ángulos de
enlace entre un disco y sus vecinos mantienen un patrón hexagonal que
se desintegra lentamente (esto es, algebraicamente, mas no exponencial-
mente) con la distancia. El derretimiento comienza con una transición
continua (de segundo orden) de sólido a hexático que se desencadena al
alcanzarse una fracción de empaquetamiento de aproximadamente 0.72
(es decir, cuando el 72 porciento del área disponible está ocupada por
los discos), mientras que una transición discontinua (de primer orden)
de hexático a gas se desencadena al alcanzarse una fracción de empa-
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quetamiento de aproximadamente 0.69. Para nuestros objetivos, es de
notarse que el rango de existencia de la fase hexática es relativamente
breve.

Hemos observado que la función potencial que caracteriza los sis-
temas de discos ŕıgidos implica que la única subvariedad equipotencial
relevante viene dada por el propio espacio de configuraciones de discos
ŕıgidos (es decir sin traslapes). La tarea de detectar y clasificar los cam-
bios en la topoloǵıa de dichos espacios a medida que vaŕıa el radio de los
discos fue abordada desde un punto de vista topológico-algebraico por
vez primera en [10, 14, 23]. Si bien la parte de detección ha sido aborda-
da con relativo éxito en [10] y se ha explorado con más detalle en [14], la
clasificación topológica es un tema complejo, sutil y mayormente abier-
to. Por ejemplo, poco se sabe incluso sobre la pregunta elemental (pero
fundamental en mecánica estad́ıstica) sobre las propiedades de conecti-
vidad de los espacios de configuración de discos ŕıgidos. Como se explica
en [14, Sección 4], la respuesta es compleja incluso con cinco discos con-
tenidos en la caja unitaria, situación donde se registra un fenómeno más
bien contraintuitivo, a saber, el hecho de que el número de componen-
tes conexas no tiene por qué depender monótonamente de los radios de
los discos. En efecto, estos espacios son vaćıos a bajas temperaturas, es
decir, cuando el radio de los discos es tan grande que no hay posibili-
dad de que los discos quepan en la caja unitaria. Pero al incrementar la
temperatura, es decir al decrementar el radio, eventualmente aparecen
configuraciones de discos trabados, momento en que el espacio consiste
de una cantidad finita de puntos. Posteriormente, ligeros incrementos
de temperatura se traducirán en espacios con componentes contráctiles.
Eventualmente el incremento de temperatura dará lugar a la fusión de
algunas de estas componentes, dando paso a estructuras topológicas in-
teresantes. La observación a resaltar aqúı es que, para ciertos valores de
temperaturas aun mayores, nuevas componentes conexas “nacerán” con-
tribuyendo en las propiedades topológicas a temperaturas mayores. El
proceso de nacimiento de nuevas componentes conexas se puede repetir
en múltiples ocasiones, incluso en el sistema con cinco discos ŕıgidos.

3. Sistemas de cuadros ŕıgidos

Junto con los espacios de configuración de discos ŕıgidos, los f́ısi-
cos han estudiado espacios de configuración más generales, donde los
discos son reemplazados por otras formas planas confinadas a regiones
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acotadas en el plano, siempre manteniendo la condición de rigidez que
descarta traslapes ([11, 12, 16, 20, 32]). Por ejemplo, el proceso de de-
rretimiento en tres etapas para los espacios de configuración de cuadros
ŕıgidos, sugerido en [35] mediante simulaciones de Monte Carlo, fue con-
firmado experimentalmente en [26]. En tal proceso de derretimiento, una
fase tetrática intermedia y relativamente breve con simetŕıa cuádruple
desempeña el papel que la fase hexática juega para los espacios de con-
figuración de discos ŕıgidos. Por otra parte, el estudio de las fases en
sistemas de cuadros ŕıgidos tiene relevancia en aspectos tecnológicos,
donde ideas en la producción y el análisis de plaquetas cuadradas cuasi
bidimensionales han encontrado aplicaciones en procesos de auto ensam-
blaje determinado por la entroṕıa aśı como en el estudio de materiales
coloidales ([15, 33, 36, 37, 38]).

El interés púramente matemático en espacios de configuración de ob-
jetos ŕıgidos ha surgido sólo en años recientes ([2, 3, 4, 5, 6, 17, 25, 29]).
El modelo matemático usado en este trabajo fue considerado por prime-
ra vez en [2], donde Alpert introduce dos modificaciones en los espacios
de configuración de discos ŕıgidos. Primero, la métrica euclidiana que
da lugar a discos se reemplaza por la métrica L∞ (del máximo) que da
lugar a cuadros con lados paralelos a los ejes cartesianos. Además, la
condición de radios variables para discos se reemplaza por el requisito
de que los cuadros tengan área unitaria pero estén confinados dentro
de un rectángulo de base p y altura q variables. La intensión de este
último ajuste es la de reemplazar el parámetro tipo térmico del radio en
el caso de los discos, por el par de parámetros p y q de tipo presión en el
caso de los cuadros. Cabe señalar que ambas modificaciones se vuelven
irrelevantes en el ĺımite termodinámico, es decir, cuando el número de
cuadros y el tamaño del contenedor tienden a infinito de tal modo que la
fracción de empaquetamiento converja ([31]). Como se revisa a continua-
ción, el modelo resultante tiene propiedades de conectividad accesibles
conservando la riqueza topológica de los modelos para discos ŕıgidos.

Definición 3.1 (Sección 2 of [2]). Para enteros positivos n, p, q con
n ≤ pq, C(n, p × q) denota al espacio de configuración de n cuadros eti-
quetados (también referidos como ordenados) contenidos en el rectángu-
lo Rp,q := [0, p] × [0, q]. Los lados de cada cuadro deben tener longitud
unitaria y deben ser paralelos a los ejes canónicos. Se permite que los
cuadros se toquen en sus bordes, o toquen el borde de Rp,q, pero no
que tengan traslapes entre śı (son cuadros ŕıgidos). El n-ésimo grupo
simétrico actúa sin puntos fijos en C(n, p × q) por permutación de los
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Figura 1: Rompecabezas deslizante 4 × 4.

cuadros etiquetados, y el espacio de órbitas correspondiente, denotado
por UC(n, p × q), se conoce como el espacio de configuraciones no eti-
quetadas (también referidas como desordenadas) de n cuadros unitarios
ŕıgidos en Rp,q.

A diferencia de los espacios de configuración de discos ŕıgidos, los
espacios C(n, p×q) y UC(n, p×q) son conexos con la única excepción de
C(pq−1, p×q) que tiene dos componentes homeomorfas de topoloǵıa bien
conocida ([29, Proposition 21], [34, Theorem 1] y [8, Theorem 1.4]). Es
de notarse que la falta de conectividad de C(pq −1, p×q) es responsable
(en el caso p = q = 4) de la imposibilidad de resolver, desde ciertas
configuraciones, el rompecabezas consistente de 15 piezas cuadriculadas
que se deslizan sobre una rejilla de tamaño 4 × 4 (ver Figura 1).

Las transiciones de fase en C(n, p×q) y UC(n, p×q) surgen al variar
(uno o dos de) los parámetros p y q. La fase sólida corresponde al caso de
C(pq, p×q) y UC(pq, p×q), espacios que son discretos, siendo este último
un punto. Asimismo, C(n, p × 1) consta de n! componentes contráctiles,
mientras que UC(n, p × 1) y C(1, p × q) = UC(1, p × q) son contráctiles.
Aśı pues, de ahora en adelante consideraremos únicamente fases con

(2) 2 ≤ q ≤ p y 2 ≤ n ≤ pq − 1,

donde la última desigualdad se impone fin de evitar la fase sólida irre-
levante.

Hasta antes de los resultados revisados en este trabajo, la mayor
parte de la investigación matemática sobre la topoloǵıa de los espacios
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de configuración de cuadros ŕıgidos se hab́ıa centrado en aspectos ho-
mológicos. Por ejemplo, el Teorema 1.1 en [3] implica que la homoloǵıa
de C(n, p × q) y UC(n, p × q) se concentra en dimensiones a lo más

(3) mı́n
(

pq − n, n,
pq

3

)
.

En efecto, mientras que la dimensión homotópica de estos espacios está
acotada por (3), Alpert et al. muestran homológicamente que una mejora
relativamente menor de (3) determina la dimensión homotópica “a gran
escala”. En esta ĺınea de ideas, es interesante remarcar el hecho de que
los métodos homológicos detectan una transición ĺıquido-gaseosa para
el modelo ordenado C(n, p × q) ([5, Theorem 1.2]), caracteŕıstica que,
sin embargo, estaŕıa ausente en el modelo no ordenado UC(n, p × q),
en vista de (1), de [4, Proposition 3.7] y de los hechos revisados en la
Sección 6 de este trabajo.

Las consideraciones finales en el párrafo anterior indican la necesi-
dad de estudiar el modelo no etiquetado UC(n, p × q) preferentemente
mediante métodos no homológicos. En el resto del trabajo revisamos
un enfoque relativamente reciente basado en el grupo fundamental de
estos espacios. Dicho enfoque retoma una de las ideas en la teoŕıa de
Kosterlitz-Thouless-Halperin-Nelson-Young para el derretimiento bidi-
mensional, donde los oŕıgenes del grupo fundamental son usados para la
clasificación de defectos topológicos.

4. Transiciones de fase para un valor fijo de q

Al considerar baricentros de cuadros, obtenemos la inclusion to-
pológica

(4) UC(n, p × q) ↪! UConf(R2, n)

dentro del espacio de configuración clásico de n part́ıculas infinitesimales
no etiquetadas en el plano. Esta inclusión es una equivalencia homotópi-
ca cuando

(5) n ≤ mı́n(p, q)

([29, Theorem 18]). Como se sugiere en [4], la desigualdad anterior se
interpreta como la indicación de una fase gaseosa para UC(n, p × q), es
decir, aquella donde los cuadrados se comportan, salvo homotoṕıa, como
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part́ıculas puntuales ideales. En este trabajo nos interesa una estabiliza-
ción de la topoloǵıa de UC(n, p × q) preliminar a la indicada por (5). En
las fases a las que nos referimos, los cuadros se empiezan a comportar,
salvo homotoṕıa, como part́ıculas verticalmente alargadas que se mue-
ven sin rotación en una franja horizontal de altura q. Concretamente, la
inclusión (4) se factoriza a través del espacio intermedio UC(n, q), intro-
ducido en [4], que consiste de todas las configuraciones de n discos ŕıgidos
sin etiquetar y de diámetro unitario que se mueven dentro de una franja
horizontal infinita de altura q. La inclusión UC(n, p × q) ↪! UC(n, q) se
obtiene tomando discos inscritos en cuadros, mientras que la inclusión
UC(n, q) ↪! UConf(R2, n) se obtiene tomando centros de los discos. En
tal contexto UC(n, q) es homotópicamente equivalente a la unión de los
subespacios

(6) · · · ↪! UC(n, (p − 1) × q) ↪! UC(n, p × q) ↪! UC(n, (p + 1) × q) ↪! · · · .

En efecto, como se indica en [3, página 2596], la inclusión UC(n, p×q) ↪!
UC(n, q) es una equivalencia homotópica para

(7) n ≤ p.

En particular, en un contexto donde q se mantenga fijo, (7) puede ser
tomada como indicación (suficiente, más no necesaria) de una fase q-
gaseosa, es decir, aquella en la que el incremento del parámetro p no
conlleve alteraciones adicionales en la topoloǵıa de UC(n, p × q).

Definición 4.1. Decimos que UC(n, p × q) tiene topoloǵıa q-gaseosa, o
que está en la fase q-gaseosa, siempre que todas las inclusiones UC(n, p×
q) ↪! UC(n, (p + 1) × q) ↪! · · · sean equivalencias homotópicas. Por
ejemplo, UC(p, p × q) tiene topoloǵıa q-gaseosa.

Con miras al entendimiento de la dinámica de las transiciones de
fase resultantes al mantener el parámetro q fijo, un objetivo central es el
de medir y, en el mejor de los casos, caracterizar las diversas topoloǵıas
que UC(n, p×q) pueda tener fuera de los reǵımenes q-gaseaso y q-sólido.
Si bien un tal régimen podŕıa ser llamado q-ĺıquido, quedará claro de la
discusión en las siguientes secciones que el nombre q-tetrático es mucho
más adecuado en vista del paralelismo con la situación discutida al inicio
de la Sección 3.
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5. Detour: Grupo fundamental

Al igual que UConf(R2, n), algunos de los espacios de configuración
de cuadros ŕıgidos fuera del rango (5) son aesféricos, es decir, tienen
topoloǵıa caracterizada completamente por su grupo fundamental. Tal
es el caso tanto para UC(n, 2), es decir, para UC(n, p × 2) con n ≤ p,
como para los dos primeros casos

(8) UC(pq − 1, p × q) y UC(pq − 2, p × q)

fuera del régimen sólido (see [4, Theorem 3.6] y [8, Theorems 1.4 and
1.5]). Por otro lado, la posibilidad de que un espacio UC(n, p × q) con
mı́n(p, q) < n < pq − 2 o, en particular, de que el modelo para q-gas,
UC(n, q) para q ≥ 3, sea aesférico es un problema abierto y aparente-
mente con solución negativa en general ([28, Theorem 3.2]).

En vista de las consideraciones en torno a (5) y (7), el grupo fun-
damental Bn(p × q) := π1(UC(n, p × q)) es una p-aproximación de
Bn(q) := π1(UC(n, q)). A su vez, éste último es una q-aproximación
del grupo clásico de Artin Bn := π1(UConf(R2, n)) de trenzas en n he-
bras. De hecho, para q ≥ 3, la inclusión UC(n, q) ↪! UConf(R2, n) es
una equivalencia homotópica hasta dimensión dos ([8, Remark 1.3]), por
lo que Bn(q) ∼= Bn. Sin embargo, como se explica en la siguiente sección,
el epimorfismo Bn(2) ! Bn inducido por la 1-equivalencia homotópica
UC(n, 2) ↪! UConf(R2, n) es notablemente especial.

6. π1-Derretimiento en UC(n, p × 2)

En esta sección analizamos el caso q = 2 escribiendo simplemente
“sólido” y “gaseoso” como sustitutos de “2-sólido” y “2-gaseoso”, res-
pectivamente.

La topoloǵıa aesférica UC(n, 2) utilizada para caracterizar la fase
gaseosa es particularmente atractiva ya que captura la esencia de tipo
angulo recto en la presentación estándar del grupo de Artin Bn. Recor-
demos que Bn está presentado con n−1 generadores x1, . . . , xn−1 sujetos
a dos tipos de relaciones:

• Relaciones de tipo ángulo recto: xixj = xjxi, siempre que |i − j| > 1.

• Relaciones de Artin-Tits de tipo trenza: xixi+1xi = xi+1xixi+1.
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Teorema 6.1 ([8, Theorem 1.1]). Bn(2) es el grupo de Artin de ángulo
recto (RAAG, por sus siglas en inglés) presentado por n−1 generadores
xi sujetos únicamente a las relaciones de conmutatividad anteriores (“de
ángulo recto”).

Expĺıcitamente Bn(2) = RAAG(K ′
n−1), el RAAG determinado por

el grafo K ′
n−1 obtenida del grafo completo Kn−1 en n − 1 vértices al

borrar las aristas de un árbol maximal lineal en Kn−1. Justamente, el
borrado de estas aristas toma en cuenta que los generadores xi y xj

conmutan sólo cuando i − j ̸= ±1. Más aún:

Teorema 6.2 ([21]). Todas las inclusiones

(9) UC(n, p × 2) ↪! UC(n, (p + 1) × 2) ↪! UC(n, (p + 2) × 2) ↪! · · ·

determinan isomorfismos de conjugación a nivel de grupo fundamental
cuando

(10) n ≤ 2p − 5.

Consecuentemente, la fase gaseosa para UC(n, p×2) marcada por (7)
está contenida en una fase gaseosa π1-indistinguible mayor delimitada
por (10). El hecho de que sólo haya cuatro fases no sólidas fuera de este
rango, a saber, aquellas con

(11) 2p − 4 ≤ n ≤ 2p − 1,

encaja de manera natural con (1), aśı como con la brevedad de la fase
tetrática mencionada el inicio de la Sección 3. En particular, las cua-
tro fases en (11) se denominarán tetráticas π1-indistinguibles (o bien 2-
tetráticas π1-indistinguibles, fuera del contexto de esta sección). En aras
de la brevedad, en el resto de esta sección el adjetivo “π1-indistinguible”
será omitido y usado de forma impĺıcita al referirse a estas dos fases y
sus transiciones.

Es de notarse que, en el estudio de q-transiciones de fase (π1-indistin-
guibles), es decir basado en (6), las consideraciones anteriores identifican
de hecho sólo dos —no cuatro— topoloǵıas tetráticas. Expĺıcitamente,
en un sistema con 2m − 1 cuadros ŕıgidos, la primer topoloǵıa tetrática
ocurre a presión Rm,2 y corresponde al caso n = 2p−1 en (11), mientras
que la segunda topoloǵıa tetrática ocurre a presión Rm+1,2 y corresponde
al caso n = 2p − 3 en (11). De igual manera, en un sistema con 2m
cuadros ŕıgidos, la primer topoloǵıa tetrática ocurre a presión Rm+1,2 y
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corresponde al caso n = 2p−2 en (11), mientras que la segunda topoloǵıa
tetrática ocurre a presión Rm+2,2 y corresponde al caso p = 2p − 4
en (11). En conjunto, para el sistema de n cuadros ŕıgidos, la primer
topoloǵıa tetrática sucede con p = ⌊n/2⌋ + 1, mientras que la segunda
topoloǵıa tetrática ocurre para p = ⌊n/2⌋ + 2. Cualquier situación de
presión menor (es decir a presión R⌊n/2⌋+i,2 con i ≥ 3) se ubica dentro
del régimen gaseoso.

Ejemplo 6.3 ([8, Theorem 1.4]). El caso n = 2p−1 en (11) corresponde
a la topoloǵıa tetrática caracterizada por una estructura de grupo libre
no abeliano de rango p − 1 en B2p−1(p × 2). De hecho, cuando se da
mı́n(p, q) ≥ 2, el espacio aesférico UC(pq − 1, p × q) tiene el tipo de
homotoṕıa de una cuña de (p − 1)(q − 1) ćırculos.

Ejemplo 6.4 ([8, Theorem 1.5]). El caso n = 2p−2 en (11) corresponde
a la topoloǵıa tetrática caracterizada por la estructura de RAAG

B2p−2(p × 2) = RAAG
(
E′(p − 3)

)
determinada por el grafo E′(p − 3) obtenido al agregar mı́n(3, 2p − 3)
vértices aislados al grafo bipartito E(p − 3) definido en la Figura 2.
De hecho, el espacio aesférico UC(2p − 2, p × 2) es homotópicamente
equivalente a la potencia poliédrica

(S1)E′(p−3)

cuyo modelo estándar es el complejo de Salvetti construido a partir de la
cuña de tantos ćırculos como vértices tenga E′(p − 3), pegando un toro
S1 × S1 sobre cada sumando S1 ∨ S1 asociado a cada par de vértices
de E′(p − 3) unidos por una arista. Por ejemplo, UC(2, 2 × 2) ≃ S1,
UC(4, 3 × 2) ≃ S1 ∨ S1 ∨ S1 y UC(6, 4 × 2) ≃ (S1 × S1) ∨ UC(4, 3 × 2).

En los Ejemplos 6.5 a continuación se describe el estado del arte al
respecto de las caracteŕısticas de la segunda topoloǵıa tetrática

(12) UCn((⌊n/2⌋ + 2) × 2),

es decir, para los dos casos restantes n = 2p − 3 y n = 2p − 4 en (11). El
correspondiente proceso de π1-derretimiento se resume en la Figura 3,
mismo que está organizado por bloques, cada uno dedicado a un valor de
n. La primer columna de cada bloque corresponde a la primer topoloǵıa
tetrática (Ejemplos 6.4 y 6.3), mientras que la ultima de las columnas
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Figura 2: Para un entero positivo k, el grafo bipartito E(k) del Ejemplo
6.4 tiene vértices ui y vi para 1 ≤ i ≤ k, y una arista entre ui y vj

siempre que i + j > k. Para k ≤ 0, ponemos E(k) = ∅, el grafo vaćıo.

Figura 3: Con la posible excepción de B7(5 × 2), todos los grupos mos-
trados son RAAG determinados por el grafo indicado. Las descripciones
de B5(4 × 2) y B6(5 × 2) se tomaron de [8, Examples 1.7].

corresponde a la topoloǵıa 2-gaseosa UC(n, n×2) ≃ UC(n, 2) cuyo grupo
fundamental está descrito al inicio de esta sección. Por otra parte, en el
primer renglón de la Figura 3 se indican los casos aesféricos, mientras
que los grafos en el último renglón determinan el correspondiente grupo
fundamental como RAAG —cuando tal resulta ser el caso.

Ejemplos 6.5. El caso n = 1 (con p = 2) es irrelevante en vista de (2),
por lo que no se incluye en la Figura 3. Para n = 2, el 2-derretimiento
de UC(2, p × 2) es, de hecho, un proceso de sublimación sin fase tetráti-
ca en vista de (7). Los casos con n = 3 y n = 4 son especiales pues
(12) tiene la forma UCn(n × 2), que tiene topoloǵıa 2-gaseosa, por lo
que UCn((⌊n/2⌋ + 1) × 2) es la única topoloǵıa tetrática —descrita en
los Ejemplos 6.3 y 6.4. El caso n = 5 es el primero con dos topoloǵıas
tetráticas, la segunda de las cuales es notablemente π1-cercana a la to-
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poloǵıa gaseosa en la última columna del bloque n = 5 de la Figura 3.
Es de notarse que esta última similitud es total en el caso n = 6, lo
que podŕıa tomarse como indicación de una transición tetrática-gaseosa
continua (de segundo orden). Sin embargo cálculos parciales sugieren
que este último fenómeno no se daŕıa para valores mayores de n. La-
mentablemente, al momento de escribir este trabajo, no contamos con
la suficiente evidencia computacional que pueda llevar a inferir el orden
de transición tetrático-gaseoso en general.

7. Tauromaquia: UC(pq − 2, p × q) para q ≥ 3
Como se resalta en el Ejemplo 6.3, el primer espacio en el proceso de

q-derretimiento, es decir UC(pq − 1, p × q), tiene una topoloǵıa tetrática
aesférica caracterizada por una estructura de grupo libre no abeliano de
rango (p − 1)(q − 1) en Bpq−1(p × q). Esta sección se dedica a la segunda
topoloǵıa tetrática aesférica UC(pq − 2, p × q), donde la presencia de
celdas 2-dimensionales (adicionales a las del caso q = 2) enriquecen la
situación reportada en el Ejemplo 6.4.

Hemos indicado en (8) que UC(pq−2, p×q) es aesférico, por lo que su
topoloǵıa queda caracterizada por su grupo fundamental Bpq−2(p × q).
Mientras que la respuesta para q = 2 se da en términos de RAAG’s
(Ejemplo 6.4), el caso para q ≥ 3 requiere el uso de grupos presentados
por conmutadores (Teorema 7.1 a continuación), es decir, grupos que
admiten una presentación finita cuyos generadores están sujetos única-
mente a relaciones dadas por conmutadores [a, b] de elementos a y b que
no necesariamente son generadores. Nótese que tales grupos generalizan
a los RAAGs, pues éstos últimos tienen presentación donde las relacio-
nes están dadas por conmutadores de generadores en la presentación. La
descripción de Bpq−2(p × q) se puede precisar considerablemente en el
caso q = 3 (Teorema 7.4 más abajo) mediante el uso de extensiones de
Higman-Neumann-Neumann (HNN).

Teorema 7.1 ([7]). Para p, q ≥ 2, la homoloǵıa de UC(pq − 2, p × q) es
libre de torsion y está concentrada en dimensiones a lo más 2. Además
Bpq−2(p×q) admite una presentación con β1 generadores y β2 relaciones,
éstas últimas todas dadas por conmutadores. Aqúı βi denota al i-ésimo
número de Betti de UC(pq − 2, p × q).

Aunque técnica, la presentación en el Teorema 7.1 es expĺıcita y, más
importante aún, eficiente:
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Corolario 7.2. La presentación de Bpq−2(p×q) en el Teorema 7.1 tiene
el mı́nimo número posible de generadores y de relaciones.

Aplicando transformaciones de Tietze a un grupo relacionado por
conmutadores se puede intentar identificar un nuevo conjunto de gene-
radores en términos de los cuales surja una estructura RAAG. Esto es
lo que sucede en el caso q = 2 del Teorema 7.1, lo que permite recuperar
la descripción en el Ejemplo 6.4, asi como en algunos casos adicionales
con q = 3 (ver los Ejemplos 7.3 a continuación). Aunque la idea no logra
identificar una estructura RAAG en Bpq−2(p × q) para q ≥ 3 general, śı
nos permite obtener una descripción (en el Teorema 7.4 a continuación)
de B3p−2(p × 3) como una extensión HNN del RAAG asociado a una
versión (literalmente) cuadrada del grafo bipartito E(p − 3) en la Figu-
ra 2. Antes de explicar los detalles, es conveniente ilustrar la situación
en algunos casos excepcionales, usando la notación Γ + k para el grafo
resultante de añadir k vértices aislados a un grafo Γ dado (posiblemen-
te vaćıo), y la notación Fk para el grupo libre de rango k, aśı como la
notación F (x1, . . . , xk) cuando querramos indicar un conjunto espećıfico
de generadores para Fk.

Ejemplos 7.3. Las siguientes comparaciones utilizan la descripción en
el Ejemplo 6.4:

1. Para p = 3 se tiene B7(3 × 3) ∼= RAAG(5) = F5, mientras que
B4(3 × 2) ∼= RAAG(3) = F3.

2. Para p = 4 se tiene B10(4 × 3) ∼= RAAG
(

+ 3
)
, mientras que

B6(4 × 2) = RAAG
(

+ 3
)
.

3. Para p = 5 se tiene B13(5 × 3) ∼= RAAG
(

+ 1
)

, mientras que

B8(5 × 2) = RAAG
(

+ 3
)
.

A poco de ser general, las dos últimas instancias en los Ejemplo 7.3.3
comienzan a sugerir un patrón claro. Si bien en general Bpq−2(p×q) tie-
ne un generador “distinguido” (correspondiente a la copia de F1 que se
escinde libremente de B13(5×3)), para valores mayores de p este genera-
dor está relacionado no trivialmente con el resto de los generadores. En
este sentido resulta más ilustrativo escribir el Ejemplo 7.3.3 en términos
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de un producto libre

B13(5 × 3) ∼= RAAG
( )

⋆ F (v),

el cual puede interpretarse como la extensión HNN que resulta de añadir
la letra estable v y que conjuga el subgrupo trivial consigo mismo. Los
casos p = 6 en la Figura 4 y p = 7 en la Figura 5 conservan esta forma,
excepto que los subgrupos a conjugar ahora son libres. El caso p = 8 en
la Figura 6 tiene todas las caracteŕısticas generales.

Figura 4: El subgrafo generado por x1 y x′
1, y el subgrafo generado por

y1 y y′
1 no tienen aristas, por lo cual los grupos conjugados por la letra

estable v son libres.

Figura 5: El subgrafo generado por x1, x2, x′
1 y x′

2, aśı como el subgrafo
generado por y1, y2, y′

1 y y′
2 aún no tienen aristas, aśı que los grupos

conjugados por la letra estable v siguen siendo libres.

Teorema 7.4 (Alvarado-Garduño, G. 2025). Para p > q = 3, se tiene
un isomorfismo

B3p−2(p × 3) ∼= RAAG(S(p − 3)) ⋆ vp−3

que expresa a B3p−2(p × 3) como la extensión HNN del RAAG asociado
al grafo S(p−3) con respecto al isomorfismo vp−3 : RAAG(X(p−3)) !
RAAG(Y (p − 3)) donde:
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Figura 6: Esta vez las relaciones de conmutación “en diagonal” quedan
forzadas por el isomorfismo de conjugación v.

1. S(p − 3) está dado por el grafo bipartito con vértices xi, x′
i, y′

i, yi

para 1 ≤ i ≤ p − 3, y los dos tipos de aristas siguientes:

Para cada i + j > p − 3 hay una arista

entre xi y x′
j ; entre x′

i y y′
j ; entre y′

i y yj ; entre yi y xj .

Para cada i + j < p − 5 hay una arista

entre xi y x′
j ; entre y′

i y yj .

2. X(p − 3) y Y (p − 3) son los subgrafos completos de S(p − 3) ge-
nerados por los vértices xi y x′

i, en el caso de X(p − 3), y por los
vértices yi e y′

i, en el caso de Y (p − 3), con 1 ≤ i ≤ p − 5.

3. El isomorfismo vp−3 : RAAG(X(p − 3)) ! RAAG(Y (p − 3)) está
determinado por

vp−3(xi) = yp−i−4 y vp−3(x′
i) = y′

p−i−4 para 1 ≤ i ≤ p − 5.

La descripción expĺıcita del tipo de homotoṕıa de un espacio que
clasifique los haces fibrados cuyo grupo estructural esté dado por una
extensión HNN de un RAAG puede encontrarse, por ejemplo, en [22,
Section 1.B]. Para nuestros fines, el punto es que UC(3p − 2, p × 3),
al ser aesférico y por tanto clasificante para su grupo fundamental, está
dado salvo homotoṕıa por una construcción de tipo mapping torus. Con-
cretamente, formemos el cilindro [0, 1]× (S1)X(p−3) con base el complejo



Sistemas de cuadros ŕıgidos 47

de Salvetti determinado por X(p−3), y peguemos, via la inclusión obvia,
uno de los extremos de este cilindro con el correspondiente complejo de
Salvetti (S1)S(p−3). Si bien esta primera parte de la construcción utiliza
diversos “pequeños” toros S1 ×S1 (Ejemplo 6.4), en la segunda y última
parte de la construcción formamos un toro “dominante” identificando el
otro extremo del cilindro con el subcomplejo (S1)Y (p−3) de (S1)S(p−3).
Ésta última identificación se realiza via el homeomorfismo que realiza al
isomorfismo vp−3.
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